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KATA PENGANTAR

Puji syukur atas nikmat dan hidayah Allah SWT atas terselesaikannya
penyusunan diktat mata kuliah Aljabar Linier (Matriks dan Sistem Persamaan
Linier). Diktat ini berisi ringkasan materi terkait matriks, determinan dan inversnya.
Di awal bab, kemampuan akhir yang diharapkan selalu dicantumkan dan setiap
setelah penjelasan materi, contoh-contoh diberikan untuk memudahkan pembaca
dalam memahami materi.

Diktat ini juga memuat materi tentang sistem persamaan linier yang juga
dilengkapi dengan contoh-contoh untuk memperjelas topik yang dibahas. Latihan
soal diberikan di setiap akhir bab untuk melatih kemampuan pembaca setelah
memahami materi dan contoh-contohnya. Akhir kata, dengan adanya diktat ini,
diharapkan pembaca dapat mencapai kemampuan akhir yang diharapkan penulis

dalam pembahasan matriks dan sistem persamaan linier.

Penulis
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BAB 1
MATRIKS

Kemampuan akhir yang diharapkan:
v" Mahasiswa mampu menjelaskan definisi matriks
Mahasiswa mampu memberikan contoh matriks
Mahasiswa mampu mengkategorikan matriks berdasarkan jenis-jenisnya
Mahasiswa mampu membanding dua matriks

Mahasiswa mampu menerapkan operasi aljabar pada matriks

A NEE NI NERN

Mahasiswa mampu membuktikan kebenaran aturan-aturan ilmu hitung

matriks

1.1. Pengertian Matriks
Sebuah matriks A berordo m x n adalah himpunan skalar baik bilangan
riill maupun kompleks yang disusun dalam bentuk segi empat berbaris m dan

berkolom n seperti berikut:

ai1 Qg2 A1n
A= az1 (%.2‘2 Qaon
Am1  Ama2 Amn
dengan m=1,23,.. dan n=123,.. Adapun

Aq1,Q12, ", A1n, 21, A2, , Aoy, -+, Ay disebut sebagai elemen-elemen atau

entri-entri matriks A.

Latihan Soal 1.1.
1) Silahkan tuliskan kembali definisi matriks dengan bahasa Anda sendiri.

JAW D




2) Berikan satu contoh matriks berordo 2 x 2,3 X 5 dan 4 x 1.

JAW D

1.2. Jenis-jenis Matriks
a. Matriks Nol
Matriks nol merupakan matriks yang semua elemennya adalah nol.

Contoh 1.1:

0 0

A=[0 0

b. Matriks Baris
Matriks baris merupakan matriks yang hanya memiliki 1 baris saja.
Contoh 1.2:

c. Matriks Kolom
Matriks kolom merupakan matriks yang hanya memiliki 1 kolom saja.

Contoh 1.3:
a=[4]
1

=)

Matriks persegi merupakan matriks yang memiliki jumlah baris dan kolom

d. Matriks Persegi

yang sama.




Contoh 1.4:

71 0
1=
4 3 1
B=|2 -5 7]
1 4 2

Matriks Diagonal
Matriks diagonal merupakan matriks persegi yang semua elemennya adalah

nol kecuali diagonal utamanya.

Contoh 1.5;
1 o
A= [O 3
4 0 O
B=|0 -5 0
0O 0 2

Matriks Skalar

Matriks skalar merupakan matriks diagonal yang elemen diagonal utamanya
sama.

Contoh 1.6:

3 0
A=y
-5 0 0
B=|0 -5 0
0 0 -5
Matriks Identitas

Matriks identitas adalah matriks skalar yang elemen diagonal utamanya

adalah 1. Matriks identitas biasanya dinotasikan dengan 1.

Contoh 1.7:
1 o
a=[y
1 0 O
B=|0 1 0
0 0 1

. Matriks Segitiga Atas
Matriks segitiga atas merupakan matriks persegi yang elemen-elemen di

bawah diagonal utama adalah nol.




Contoh 1.8:

a=[; 7]
4 1 2
B=]|0 -5 3]
0 0 2

i. Matriks Segitiga Bawah
Matriks segitiga bawah merupakan matriks persegi yang elemen-elemen di
atas diagonal utama adalah nol.

Contoh 1.9:
11 0
A‘[—e 3
4 0 O
B=|1 -5 0
2 3 2

Latihan Soal 1.2
Tentukan jenis-jenis matriks-matriks berikut!

_[7 0 :
1) A= [O 7 Jawab: ...
1
> 0 0
2 B = e
) “1 0 o Jawab
2 37
-9 1 1 4
|[—5 -9 4 Z]I
3 |C=15 -9 -9 -—1l|Jawab:....................
[ ro, 1 9J
3 3
_[ 3 :
4) D = [O 2] Jawab: ...
3 0 O
5) E=]10 -4 0 Jawab: ...
0O 0 1
0 0 O
6) F=]10 0 0 Jawab: ...
0 0 O




7) =[0 0 6] Jawab: ..o

2
_ |73 :
8) H= > Jawab: ...
-1
_[1 0 :
9) I = [O 1] Jawab: ...
2 0
0

10) J = Jawab: ...

|
N[ =
e—————— —]

1.3. Kesamaan Dua Matriks
Dua buah matriks dikatakan sama jika berordo sama dan elemen-elemen
yang seletak juga sama.
Contoh 1.10:
Diketahui matriks A dan B sebagai berikut:

A:[—16 g
B=[—16 g]

Tentukan apakah A = B.
Jawab:
i. OrdoA=2x2danordoB=2x 2
ii. Elemen-elemen yang seletak:
a;; =b;p =1
a1 =b1, =0
Az = by = —6
a,, =b, =3
iii. Pada poin (i) dan (ii), dapat dilihat bahwa ordo dan semua elemen seletak

kedua matriks sama maka dapat disimpulkan bahwa A = B




Contoh 1.11:
Diketahui matriks P dan Q sebagai berikut:

P=[—6 .

o=

wo wo
S

2
Tentukan apakah P = Q.

Jawab:
i. OrdoP=2x3danordoQ=2x3
ii. Elemen-elemen yang seletak:
P11 =q11 =1
P12 =¢12=0
P13 # 13
P21 = q21 = —6
D22 = q22 =3
P33 # (33
iii. Pada poin (ii), dapat dilihat bahwa ada elemen-elemen seletak yang tidak
sama maka dapat disimpulkan bahwa P # Q
Contoh 1.12:
Jika diketahui matriks A dan B berikut merupakan dua matriks yang sama maka

tentukan nilai x dan'y.

4 0
A=|x—-y x+y
2 3
4 0
B=|1 —5]
2 3

Jawab:
Dikarenakan A = B maka
I. ay = by
x—y=1
il.  ay, = by,

x+y=-5




iii.  Poin (i) dan (ii):

Jadi, nilai x adalah -2 dan y adalah -3

Latihan Soal 1.3
Tentukan nilai a dan b jika diketahui dua buah matriks berikut memiliki

kesamaan.
[ ab 1 0
A=|-1 a+b -2
|12 -9 a-b»b
[ 4 1 0
B=|-1 5 =2
12 -9 -3
JAW AN o
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1.4. Operasi Aljabar pada Matriks
a. Penjumlahan pada Matriks
Dua matriks atau lebih dapat dijumlahkan jika memiliki ordo yang sama.
Adapun cara menjumlahkannya yaitu dengan menjumlahkan elemen-

elemen yang seletak.

Contoh 1.13:
Tentukan hasil penjumlahan matriks A dan B berikut.
_[1 o
A=[_g 3
o2
=[5 3
Jawab:
1 01,1l 21_[1+1 0+21_[2 2
avi="o |+ ls 3l=[ehs s43l=15 @

Jadi, hasil penjumlahan matriks A dan B adalah [_21 2]

b. Pengurangan pada Matriks
Pengurangan pada matriks kurang lebih sama dengan penjumlahan pada
matriks. Dua matriks yang akan dikurangkan harus memiliki ordo yang
sama. Adapun cara mengurangkannya yaitu dengan mengurangkan elemen-
elemen yang seletak.
Contoh 1.14:
Tentukan hasil pengurangan matriks A oleh matriks B pada Contoh 1.13.

Jawab:

a-8=[1 3l-[5 =105 325=[0 o

Jadi, hasil pengurangan matriks A oleh matriks B adalah [—(il _02]

c. Perkalian Matriks dengan Skalar
Suatu matriks jika dikalikan dengan sebuah skalar k maka matriks yang
diperoleh merupakan matriks yang setiap elemen-elemennya dikalikan

dengan k.




Contoh 1.15:
Tentukan hasil perkalian matriks A = [—16 g] dengan sebuah bilangan

k = —4.

Jawab:

ka=-aa=-4[ "0 =[50 =

—4xXx—-6 —4x%x3

Jadi, hasil perkalian matriks A = [—16 g] dengan sebuah bilangan k = —4

adalah [Ei _(i 2]

. Perkalian Dua Matriks

Perkalian dua matriks dapat dilakukan jika jumlah kolom matriks pertama
sama dengan jumlah baris matriks kedua. Adapun matriks yang merupakan
hasil perkalian dua matriks akan memiliki jumlah baris sama dengan jumlah
baris pada matriks pertama dan jumlah kolomnya sama dengan jumlah
kolom pada matriks kedua. Untuk lebih jelasnya, misalkan matriks A
berordo m X e, matriks B berukuran e X n dan C adalah matriks hasil

perkalian matriks A dan B maka matriks C diperoleh sebagai berikut:

C=AXB
Q11 Q12 0 Qge bi1 by - big
| Q21 Q2 Qe N byy by, -+ by
[OGm1 Am2 " Qe bel bez ben
[ @11b11 + Ai2byy + o+ Areber 0 Auibin + Aoboy + o+ Areben
— Aa1b11 + Apabyy 4+ Ageber 0 @aabin + Qpbap v+ Azeben
-amlbll + am2b21 + et amebel amlbln + amZbZn + et ameben
11 Cin
_ €1 Can
[Cm1 " Cmn

Sederhananya, elemen-elemen matriks C = ¢;; = Y.5_; a;by; dengan i =
1,2,..,mdanj=1,2,..,n
Contoh 1.16:

Tentukan hasil perkalian dua matriks berikut.




A:[—16 g g

4 1
B=|2 7
1 2

Matriks A berordo 2 x 3 dan matriks B berordo 3 x 2. Dikarenakan jumlah

Jawab:

kolom matriks A sama dengan jumlah baris matriks B maka A dan B dapat

dikalikan dan matriks hasil perkaliannya akan berordo 2 x 2.

B 4 1
axn=[1 § 3xf2 |
) 1 2

[ 1X44+0x24+4x%1 1X14+0XxX74+4%x2
—6X4+3X24+42%X1 —6X1+4+3X7+2x%2

_[8 9 ]
—16 19
Jadi, hasil perkalian matriks A dan B adalah [ 8 9 ]
’ -16 19

Perpangkatan Matriks
Perpangkatan matriks ini hanya berlaku pada matriks persegi. Misalkan A
merupakan sebuah matriks persegi berordo n X n maka:

. A2=Ax%xA, A3 =A4A°xA=(AxA) x4, .., A"=A"1xA4

denganm =1,2,3, ...

ii. A°=1
iii. AAM=@A"H™
iv ATAS _AT+S
V. (Ar)s = A"S
Contoh 1.17:
Tentukan hasil A% dan B3 dari matriks berikut.
4 0 O
A=|1 -5 0
2 3 2
[0 4
B ‘[3 2

10




Jawab:

A2 =AXA
4 0 O 4 0 O
=1 =5 0|X|1 =5 O
2 3 2 2 3 2
[ 4x44+0x1+0x2 4x04+0x(=5+0x3
=|1x4+(-5)x1+0x2 1x0+(-5)%x(-5)+0x3
2X4+3%x1+2x%x2 2X0+3%x(-5)+2x3

4x04+0x04+0x2
1xX0+4+(-5)x0+0x2
2X04+3x0+2x%x2

16 0 O
-1 25 0
15 -9 4

B3 =B?xB

=(; 2=l D=L 2
_[0x0+4x3 OX4+4X2><[0 4
3X0+2%x3 3Xx4+2x%x2 3 2

_[12 8 0 4
~le 16]X[3 2
12 X0+8%x3 12x4+8x2
6 X04+16X3 6%Xx44+16 %2

_[24 64]
48 56
16 0 0

Jadi, A2 =|-1 25 0 danB3=[ig gg
15 -9 4

Transpos Matriks
Misalkan diketahui sebuah matriks A berordo m x n dan B adalah matriks
hasil transpos dari matriks A maka B adalah matriks berordo n X m dengan
elemen-elemen matriks B yaitu b;; = a;; dengan i = 1,2,..,n dan j =
1,2, ..., m. Hasil transpos suatu matriks juga biasanya dituliskan sebagai A” .
Adapun sifat-sifat transpos matriks adalah sebagai berikut:

i. AHt=A

ii. (A+B)t=A"+Bt.

11




iii. (kA)' = kA" dengan k adalah sebarang skalar.
iv. (4B)t =BtAt

Contoh 1.18:
Tentukan hasil transpos matriks A berikut
4 0
A=|1 -5
2 3
Jawab:

Matriks A berordo 3 x 2 maka matriks AT akan berordo 2 x 3 dengan entri-

entrinya:

AT

R

Jadi, AT = [4 & 3]

Latihan Soal 1.4

Diketahui matriks-matriks sebagai berikut:

1 -2 -3 6 10 2 5 8 o
A=|-3 1 —2] B=10 -1 >

-2 -1 3 5 0 4

Tentukan:

1) A+B 9) CxA 17) (=54)*
2) A—B 10) CxB 18) (—B)*
3) B—4A 11) A2 19) (6C)*
4) 24 12) B3 20) (AB)t
5) —3B 13) At 21) At x Bt
6) 2C 14) Bt 22)A x C*
) AxB 15) ct 23)B x Ct
8 BxA 16) (A+ B)t 24)C x Ct

12
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1.5. Aturan-aturan llmu Hitung Matriks

Jika k dan | adalah konstanta dan A, B, dan C merupakan matriks-matriks
yang ukurannya sedemikian sehingga operasi aljabar pada matriks dapat diterapkan
maka aturan-aturan ilmu hitung berikut dianggap benar:

a. A+ B = B + A (hukum komutatif untuk penambahan)

b. A+ (B + C) = (A+ B) + C (hukum asosiatif untuk penambahan)

c. AX(BxC)=(AxB)xC (hukum asosiatif untuk perkalian)

d AX(B+C)=AXB+ AxC (hukum distributif)
(B+C)xA=BxA+ C x A (hukum distributif)
AX(B—C)=AXB—-—AXC
(B-C)xA=BXxXA—-CxA
k(B+C) =kB +kC
k(B —C) = kB — kC
jo (k+DA=KkKA+IA
k. (k—DA=kA-IA
. (kDA = k(lA)

m. k(A X B) = (kA) X B = A x (kC)

b

5 Q@

Latihan Soal 1.5
Buktikan kebenaran aturan-aturan ilmu hitung matriks yang disebutkan di
atas (subbab 1.5 poin a sampai dengan m)
JaW D L
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BAB 2

DETERMINAN MATRIKS

Kemampuan akhir yang diharapkan:
v" Mahasiswa mampu menjelaskan definisi determinan matriks
v" Mahasiswa mampu menjelaskan sifat-sifat determinan matriks
v Mahasiswa mampu menghitung determinan matriks dengan aturan Sarrus
v' Mahasiswa mampu menghitung determinan matriks dengan metode
ekspansi kofaktor
v" Mahasiswa mampu menghitung determinan matriks dengan metode reduksi

baris

2.1. Pengertian Determinan Matriks

Sebuah matriks persegi dapat dihubungkan dengan suatu skalar yang
disebut dengan determinan. Misalkan A adalah sebuah matriks persegi maka
determinan A dinotasikan dengan det(A) atau |A|. Jika A adalah matriks persegi

berordo 2 x 2 maka determinannya dapat diperoleh dengan cara berikut:

ajq a12|

A =|
4] a1 dz;

= Aq1103 — dz104712

Cara menentukan determinan di atas disebut juga sebagai aturan Sarrus.

Contoh 2. 1:
Tentukan determinan matriks A berikut
4 0
A= [1 —5]
Jawab:
14 0
=17 5

=4x(-5)—1x0
= —-20

Jadi, determinan matriks A adalah -20.

24




S
Latihan Soal 2.1.

Silahkan tuliskan kembali definisi determinan matriks dengan bahasa Anda
sendiri.

JAW AN o

2.2. Sifat-sifat Determinan Matriks
Misalkan A adalah matriks bujursangkar. Adapun sifat-sifat determinan
matriks adalah sebagai berikut:
a. |A] = 14"
b. |AB| = |A||B|
c. Jika A adalah matriks segitiga atas/bawah atau matriks diagonal maka
determinan A adalah hasil kali elemen diagonal utamanya (|A| =
A11037 - App)-
d. Jika A memiliki sebuah baris atau kolom yang semua elemennya adalah
nol maka |A| = 0
e. Jika A memiliki 2 baris/kolom yang sama maka |A| = 0
f. Jika B adalah matriks yang dihasilkan dari perkalian baris tunggal A
dengan konstanta k maka |B| = k|A|
g. Jika B adalah matriks yang dihasilkan dari pertukaran dua baris A maka
|B| = —|A|
h. Jika B adalah matriks yang dihasilkan dari kelipatan satu baris A yang
ditambahkan pada baris lain maka |B| = |A|

25




Latihan Soal 2.2.
Buktikan bahwa sifat determinan berikut benar.
a. |A] =AY
b. |AB| = |A||B|
JaW D
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2.3. Menentukan Determinan Matriks
2.3.1. Aturan Sarrus

Aturan Sarrus untuk matriks persegi berordo 2 x 2 sudah dijabarkan
caranya pada subbab 2.1. Untuk matriks persegi berordo 3 x 3, menentukan

matriksnya dengan aturan sarrus adalah sebagai berikut:

Misalkan
a1 A1 Qg3
A=1Az1 Az Qaz3
azi; dzp dAzz
maka

|A] =021 Q22 Q23

a1 Aqp Qq3]Q117 Qg2
= |Az1 Q22 Q3| dz1 A2z
asz; dszz dszz|dz; Az

= (a11022033 + 12053031 + A130,1037)
— (a31022013 + A32023041 + A33031013)

Cara ini hanya berlaku untuk matriks persegi berordo 3 x 3.

Contoh 2. 2:
Tentukan determinan matriks berikut menggunakan aturan Sarrus:
4 2 1
A=1]1 -5 6
2 3 2
Jawab:
4 2 1
|[Al=11 -5 6
2 3 2
4 2 114 2
=1 -5 6|1 -5
2 3 212 3

= (4.(=5).2+2.6.2+1.1.3) — (2.(=5).1 + 3.6.4 + 2.1.2)
=(—40+24+3)—(-10+72+4)

= (—13) — (66)

=-79

Jadi, determinan matriks A adalah -79

28




2.3.2. Ekspansi Kofaktor
Misalkan A adalah matriks persegi berordo n X n maka minor entri a;,

dinotasikan dengan M;;, merupakan determinan submatriks setelah baris ke-i dan
ke-j dihapus dari matriks A sedangkan kofaktor entri a;;, dinotasikan dengan Cj;,
sama dengan (—1)"*/M;; yangmanai = 1,2,3, ...,ndan j = 1,2,3,...,n. Adapun
determinan A dapat dicari dengan cara mengalikan entri-entri dalam suatu
baris/kolom dengan kofaktor-kofaktornya dan menambahkan hasil kalinya.

a. Determinan dengan Ekspansi Kofaktor sepanjang baris ke-i

|Al = a;1Ciy + ai2Ciz + -+ @ Ciy
b. Determinan dengan Ekspansi Kofaktor sepanjang kolom ke-j
|Al = a,;Cyj + azjCyj + - + an;Cypj

Contoh 2. 3:
Tentukan determinan matriks pada Contoh 2.2. menggunakan metode ekspansi
kofaktor:

a. sepanjang baris ke-1.

b. sepanjang kolom ke-1.
Jawab:

a. Determinan dengan Ekspansi Kofaktor sepanjang baris ke-1

€y = (_1)1+1M11 = (_1)2M11

_ |75 6/ _ _10_1a=_

_1\/111_|3 2|_ 10 — 18 = —28
Ciz = (_1)1+2M12 = (_1)3M12

T | B T RPN

=M, = |2 o =-e-12=10
Ci3 = (—1)1+3M13 = (—1)4M13

_ _ |11 =5 _a_ 10 —

_1\/113_|2 3|_3 (-10) = 13

|Al = a11C11 + a12C12 + a13Cy3
=4.(—28)+2.10 + 1.13
=—-112+20+ 13
=-79

29




b. Determinan dengan Ekspansi Kofaktor sepanjang kolom ke-1
€11 = (—1)1+1M11 = (—1)2M11
_ 175 6] _ a0 _1a_ _
—M11—|3 2|_ 10 — 18 = —28
Cy1 = (_1)2+1M21 = (_1)3M21
2 1 _ 4y
3 o= 4-3)=-1
C31 = (—1)3+1M31 = (—1)4M31

=_M21=_|

2 1
=My =| 6|=12—(—5)=17

|Al = a11C11 + a31Co1 + a31C5
=4.(-28)+1.(—-1) + 2.17
=—-112+(-1)+ 34
=-79

Jadi, determinan matriks A adalah -79

2.3.3. Reduksi Baris
Metode ini sangat cocok digunakan untuk menghindari perhitungan yang
sangat banyak. Adapun operasi-operasi yang digunakan disebut sebagai operasi
baris elementer (OBE) yaitu:
a. Sebuah baris dapat dikalikan dengan sebuah konstanta yang tak sama
dengan nol. Jika operasi ini dilakukan maka berlaku sifat determinan 2.2
poin f.
b. Dua baris dapat dipertukarkan. Jika operasi ini dilakukan maka berlaku
sifat determinan 2.2 poin g.
c. Perkalian suatu baris dengan suatu konstanta dapat ditambahkan ke baris
yang lainnya. Jika operasi ini dilakukan maka berlaku sifat determinan
2.2 poin h.
OBE ini dilakukan untuk memperoleh matriks berbentuk matriks segitiga
atas/bawah atau matriks diagonal agar sifat determinan 2.2 poin c bisa digunakan.
Untuk lebih mudahnya, OBE ini digunakan untuk memperoleh matriks segitiga
atas.
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Contoh 2. 4:

Tentukan determinan matriks pada Contoh 2.2. menggunakan metode reduksi baris.

Jawab:

Misalkan baris pada matriks dinotasikan sebagai b. Matriks A berordo 3 x 3

sehingga untuk memperoleh matriks segitiga atas dari matriks A maka OBE

digunakan sedemikian sehingga semua entri di bawah diagonal utama bernilai nol.
e Lihat kolom pertama (yang paling kiri). Entri di bawah diagonal utama yaitu

a,, dan as; harus bernilai nol. Oleh karena itu, OBE yang digunakan adalah

—~by + by dan —=b, + by

—%bl‘l'bz 4 2 1

4 2 1| b _no23
|Al]=[1 -5 6|——|A|= 2 4
2 3 2 3

0o 2 -

2

e Lihat kolom selanjutnya yaitu kolom ke-2. Entri di bawah diagonal utama

yaitu a5, harus bernilai nol. Oleh karena itu, OBE yang digunakan adalah

Hbz + b3
4 2 1 4 2 1
11 23| 4 11 23
O —_— - —b2+b3 0 — -
1Al = 2 42— 4= 2 4
0 2 > 0 0 e
2 22

e Matriks A di atas sudah berbentuk matriks segitiga atas maka berdasarkan
sifat determinan 2.2 poin c determinannya adalah:
|A| = aq1az; ... Any
= Q411022033
_a (-2
2) 22
=-79

Jadi, determinan matriks A adalah -79
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Latihan Soal 2.3
1) Jika diketahui determinan suatu matriks berordo 3 x 3 berikut adalah

sebesar -63 maka tentukan nilai a

4 -5 0
A=1|3 a 2a
9 -1 1




2) Diketahui sebuah matrisk persegi berikut:

-1 0 2 0
18 -3 1 -1
B_9—10—7
3 2 5 4

Tentukan determinan matriks B menggunakan metode berikut:
a. Ekspansi Kofaktor
b. Reduksi Baris

JAW AN o
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BAB 3

INVERS MATRIKS

Kemampuan akhir yang diharapkan:
v" Mahasiswa mampu menjelaskan definisi invers matriks
v" Mahasiswa mampu menjelaskan sifat-sifat invers matriks
v Mahasiswa mampu menentukan invers matriks berdasarkan adjoin matriks
v" Mahasiswa mampu menghitung invers matriks dengan menggunakan

operasi baris elementer (OBE)

3.1. Pengertian Invers Matriks

Jika A dan B adalah matriks persegi berukuran sama sedemikian sehingga
AXB=BXxA=1 maka A dikatakan dapat dibalik (invertible) dan B adalah
invers dari A yang dapat juga ditulis B = A~ L.

Latihan Soal 3.1.
Silahkan tuliskan kembali definisi invers matriks dengan bahasa Anda
sendiri.

JAW AN o

3.2. Sifat-sifat Invers Matriks
Misalkan A adalah sebuah matriks persegi maka sifat-sifat invers matriks
antara lain:
a. A dapat dibalik atau mempunyai invers jika determinannya tidak sama
dengan nol (|A| # 0).
b. Jika A adalah matriks yang invertible maka:
i. A !dapatdibalikdan (A"1)"1=4
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ii. A" dapat dibalik dan (4")"! = A H™ untukn =0,1,2, ...
iii. Untuk sebarang skalar k yang tak sama dengan nol maka kA dapat
dibalik dan (kA)~! = %A‘l
c. Jika B dan C keduanya merupakan invers matriks A maka B = C

d. Jika A dan B merupakan matriks-matriks yang invertible dan berordo sama
maka AB dapat dibalik dan (AB)™! = B~141

Latihan Soal 3.2.

1) Tentukan apakah matriks-matriks berikut bisa dibalik atau tidak.

1 0 0 0 0 1
A=]0 1 0 B=]10 1 0
0 0 1 1 0 O
1 0 1 1 1 1
C=10 1 0 D=1 1 1
1 0 1 1 1 1
JAW AN o
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2) Jika diketahui sebuah matriks A berordo n x n dan dapat dibalik maka
buktikan bahwa A¢ dapat dibalik dan (4t)~1 = (4™ 1)¢.
AW L
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3.3.  Menentukan Invers Matriks
3.2.1 Adjoin Matriks

Misalkan A adalah matriks persegi berordo n x n yang dapat dibalik maka
adjoin matriks yang dinotasikan dengan adj(A) adalah transpos dari matriks
kofaktor.

Cii Cia Cin]'
ad](A)= C21 CZZ C2n
Cnl an Cnn

Cll CZI Cnl

— C12 CZZ CnZ

Cln C2n Cnn

Adapun invers matriks A dapat dicari dengan cara:

L
A" = adj(4)

detA
Contoh 3.1:
Tentukan invers matriks berikut dengan memanfaatkan determinan dan adjoin
matriksnya.

4 3 -1

A=12 1 6

1 4 5

Jawab:

a. Mencari det A menggunakan reduksi baris

b+, 4 3 -1
4 3 -1 —1b1+b3 _1 E 173172“73
[Al=12 1 6|—— Al = 2 2|—
1 4 5 , 1B 2
4 4
4 3 -1
0 1 13
Al = 2 2
0 0 95
2
-4(-3) (%)
-_ . 2 . 2
= —95
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b. Mencari adj(A)

adj(A)

¢. Mencari A71

CZ 1 CZZ CZ3

C11 Ciz C13]t
[C31 C3p Cs3

_ t
DMy, EDMYEMy, (DM,
(=12 M,y (m1)2*2M,,  (—1)*3My;
[(=1)°*M3;  (1)°*2M3, (=1)3*3M3,
[ My, —M;;  Mis ‘
—My; My,  —Mys
[ M3,  —M3,;  Mss
2 1 ]t
|
|

1 6 2 6

|4 5| _|15 1 4
3 -1 4 -1 4 3
|4 5| |1 5| |1 4l|
By g 3J
L1 6 2 6l 2 1
-19 -4 77

-19 21 -13
L 19 —-26 21

[—19 —19 19
-4 21 =26

L 7 —-13 -2

Al =

detA4 adj(4)

=—| -4 21 =26
(=95) 7 =13 =2
119 19 —19]

=—|4 =21 26
B[_7 13 2

-19 -19 19]

L 19 19 -19
Jadi,inversAadaIahE 4 =21 26

-7 13 2

3.2.2 Operasi Baris Elementer (OBE)

Misalkan A adalah matriks persegi berordo n X n yang dapat dibalik maka

urutan OBE tereduksi A terhadap matriks identitas I,, perlu dicari agar dapat
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dilakukan urutan OBE yang sama pada I,, untuk mendapatkan A~. Operasi-operasi
baris elementer apa saja yang dapat digunakan sudah disebutkan pada subbab 2.3.3
yaitu:

a. Suatu baris dapat dikalikan dengan sebuah konstanta tak nol

b. Dua buah baris dapat dipertukarkan

c. Suatu baris dapat dikalikan dengan konstanta tak nol yang kemudian

ditambahkan ke baris yang lain.

Contoh 3.2:

Tentukan invers matriks pada Contoh 3.1 menggunakan OBE.

Jawab:

OBE dilakukan pada matriks A yang disandingkan dengan matriks identitas | yaitu
[A | I]sedemikian sehingga diperolen[I | A71]

4 3 -1 | 1 0 0
bl(—>b3
[A | II=|2 1 6 | 0 1 0|—
1 4 5 | 0 0 1l
1 4 5 | 0 0 1772t
=21 6 | 0 1 o]—==S
4 3 -1 ] 1 0 ol
1 4 5 ] 00 171
=0 -7 -4 | 0 1 2|5
0 —13 —21 | 1 0 —4
1 4 5 10 0 17_4 .0
~lo 1 4 0 1 2 | 13by+b;
B 7 | 7 7
0 —13 21 | 1 0 -4
Lo 19 0 4 1
7 | 7 7| 7,
4 1 2 | ~osPs
= 1 — —_ —_
0 7 0 7 7
0 o 95 ) 13 2
7 | 7 7
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19 4 17 4
10 — 0 = —c| Pt
7 | 7 7| 1o
=lo 1 2 0o -1z
7 | 7 7
0 0 1 7 13 2
| 95 95 95U
10 0 19 19 19
| 95 95 95
o 1o 4 21 26
| 95 95 95
0 0 1 7 13 2
| 95 95 95
=[ | A7
(o 19 1
PR B
Jadi, invers matnksAadaIahi % o o |=9—5 4 21 26
l_l 13 iJ -7 13 2
95 95 95

Latihan Soal 3.3
1) Diketahui sebuah matrisk persegi berikut:

2 -1 4 7
11 9 2 -4
A= 4 10 3 0

-1 0 -2 3
Tentukan invers matriks A menggunakan metode berikut:
a. Adjoin Matriks
b. Operasi Baris Elementer (OBE)
JaW D L
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BAB 4

SISTEM PERSAMAAN LINIER

Kemampuan akhir yang diharapkan:

v" Mahasiswa mampu menjelaskan definisi sistem persamaan linier

v Mahasiswa mampu memberikan contoh sistem persamaan linier

v Mahasiswa mampu menentukan pemecahan sistem persamaan linier dengan
metode eliminasi Gauss

v" Mahasiswa mampu menentukan pemecahan sistem persamaan linier dengan
metode eliminasi Gauss-Jordan

v Mahasiswa mampu menentukan pemecahan sistem persamaan linier dengan

aturan Cramer

4.1. Pengertian Sistem Persamaan Linier
Persamaan linier dalam n variabel misalkan x;,x,, x5, ..., x, dapat
didefinisikan sebagai persamaan yang dinyatakan dalam bentuk:
a1xq + axx, +azxs + -+ apx, =b
dengan a4, a,, as, ..., a, dan b adalah konstanta-konstanta riil. Adapun himpunan
berhingga dari persamaan-persamaan linier disebut sistem persamaan linier atau

sistem linier.

Contoh 4.1:

Contoh persamaan yang merupakan persamaan linier:
a x—5y=11
b. 2x; +x, =4
C. yity:+ys+-+y,=1

Contoh 4.2:

Contoh persamaan yang bukan merupakan persamaan linier:
a. a—5b%?=11
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b. 2siny+6 = 2x
c. In3x; —+/x, =-8

Contoh 4.3:
Sistem persamaan linier:
a. 2x—5y=11
x+3y=5
b. x; +2x,—x3 =4
Xy +x, =3

C. y3tya+ys=1
yi+y:+y3; =16
Y2 = 3y5s =5
2Ys — Y5 =2

Latihan Soal 4.1.
Silahkan tuliskan kembali definisi sistem persamaan linier dengan bahasa
Anda sendiri dan berikan contohnya

JAW AN




4.2. Pemecahan Sistem Persamaan Linier
Sebuah sistem persamaan linier disebut konsisten jika memiliki paling

sedikit satu pemecahan. Sebagai contoh, sistem persamaan linier pada Contoh 4.3a.
memiliki pemecahan x = % dany = — ﬁ sedangkan pemecahan sistem persamaan

linier pada Contoh 4.3b adalah x; = s, x, = 3 — s dan x; = 2 — s untuk sebarang
nilai s. Metode-metode berikut dapat digunakan untuk mencari pemecahan suatu

sistem persamaan linier.

4.2.1. Eliminasi Gauss

Pada metode ini, suatu sistem persamaan linier diubah terlebih dahulu ke
dalam bentuk matriks yang disebut sebagai matriks yang diperbesar (augmented
matrix). Untuk bilangan-bilangan yang tidak diketahui maka tetap harus dituliskan
dalam urutan yang sama dalam masing-masing persamaan. Misalkan pada Contoh

4.3c, augmented matrix yang dihasilkan adalah:

Y3+ yat+ys =1 0y, + 0y, +y3+y, +ys =1
y1+y,+y;=16 N y1+y2+y3+0y,+0ys =16
Y2 —3ys =5 0y, +y, +0y; + 0y, + —3ys =5
2y, —ys =2 Oy, + 0y, + 0yz + 2y, —ys = 2

0011 1 1

1110 0 16

Z o100 -3 5

0 0 0 2 -1 2
Matriks yang diperbesar tersebut kemudian diubah dalam bentuk eselon

baris dengan menggunakan operasi baris elementer (OBE). Adapun matriks dalam
bentuk eselon baris memiliki sifat-sifat berikut:

a. Jika entri baris tidak semuanya nol maka bilangan tak nol pertama pada
baris tersebut adalah 1 yang kemudian disebut sebagai 1 utama baris
tersebut.

b. Jika terdapat baris yang semua entrinya nol maka baris tersebut
dikelompokkan dan ditempatkan di paling bawah matriks.
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c. Untuk sebarang dua baris yang berurutan dan entri-entrinya tidak semuanya
nol, 1 utama baris yang lebih rendah harus berada di posisi lebih kanan dari

1 utama baris yang lebih tinggi.

Contoh 4.4:
Contoh matriks yang berbentuk eselon baris:

3 2
1 4
5

4

N

o
cOcoRm ooco oo

SO N OO KR O

O FR W O
cus Pow

Contoh 4.5:

Tentukan pemecahan sistem persamaan linier pada Contoh 4.3c menggunakan
metode eliminasi Gauss.

Jawab:

Misalkan A adalah matriks yang diperbesar yang diperoleh dari penjelasan

sebelumnya. Selanjutnya, OBE dilakukan untuk memperoleh matriks A berbentuk

eselon baris.
0 0 1 1 1 1
1 1 1 0 0 16]|biob
A= —

01 0 0 -3 5

0 0 0 2 -1 2]

1 1 1 0 0 16]
1001 1 1 1]beobs
= E—

01 0 0 -3 5

0 0 0 2 -1 2]

1 1 1 0 0 16];4
o 1 0 0 -3 5|2*™
= -

0o 01 1 1 1

0 0 0 2 -1 2]
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111 0 0 16
[o 1 0 0 -3 5]
=lo o1 1 1 1]
I 1 I
|0 0 0 1 -3 1]

Dari matriks di atas diperoleh:
yit+y, +y; =16
Y2 —=3y5s =5
ystyatys=1

1
Ya—5¥s=1
Jadi untuk sebarang nilai ys = s, diperoleh pemecahannya adalah:
3
y,=11— ES
Y, =5+3s
3
Y3 =758
1
ya=1+ 5S
Vs =S

4.2.2. Eliminasi Gauss-Jordan

Perbedaan metode ini dengan metode eliminasi Gauss adalah matriks yang
diperbesar direduksi menjadi matriks dalam bentuk eselon baris-tereduksi (reduced
row-echelon form) yang sifat-sifatnya sama dengan yang telah dijelaskan pada
subbab 4.2.1 dengan tambahan yaitu masing-masing kolom yang mengandung 1
utama mempunyai entri nol di tempat lainnya. Misalkan pada Contoh 4.5, jika
menggunakan metode eliminasi Gauss-Jordan maka matriks A terakhir hasil OBE
diteruskan sedemikian sehingga sifat tambahannya terpenuhi.

[1 1 1 0 O 16]

0100 =3 5|
A=lo o 11 1 1|—
1
000 1 —= 1
2
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1 11 0 0 167
0 1.0 0 -3 5
3 —b3+bq
=10 0 1 O > 0|—
0 0 0 1 ! 1
2 i
3 -
1 1 0 O —3 16
0 1.0 0 -3 5 —bytby
= 3 —_—
0 01 0 - O
2
0 0 0 1 ! 1
2
3 -
1 0 0 O > 11
0 1.0 0 -3 5
= 3
0O 01 0 = 0
2
0 0 0 1 ! 1
! 2 _
Dari matriks di atas diperoleh:
yit+ys=11
Y2 = 3y5 =5
+2y5=0
V3 2)’5—
! =1
Va 23’5—
Jadi untuk sebarang nilai y; = s, diperoleh pemecahannya adalah:
=11 3
V1= _ES
y2=5+35
3
V3 = 25
—14n
Va = ES
Vs =S
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4.2.3. Aturan Cramer
Jika AX = B adalah sistem yang terdiri dari n persamaan liner dengan

det A # 0 dengan A adalah matriks yang entri-entrinya berupa koefisien-koefisien
pada suatu sistem persamaan linier, X adalah matriks kolom variabelnya dan B
adalah matriks kolom solusinya maka sistem tersebut mempunyai pemecahan yang
unik yaitu:

det A, det A, det A detA,
~ detd’? T deta’® T deta’ ™ T deta
dengan A; adalah matriks-matriks yang diperoleh dari penggantian entri-entri

X1

kolom A ke-j dengan matriks B.

Contoh 4.6:
Tentukan pemecahan sistem persamaan linier berikut menggunakan aturan Cramer.

X1+2X2—x3=4

—3X2 + X3 = 6
X1 + Xy = 3
Jawab:
a. AX=B
X1+ 2x, —x3=4 1 2 —-11* 4
—3x, +x3 =6 = AX=B = |0 -3 1]||X2|=]6
X1 +x, =3 1 1 0 1Lx3 3
b. Mencari det A dengan aturan Sarrus
1 2 -1
[Al=10 -3 1
1 1 0

= (1.(=3).0 + 2.1.1 + (=1).0.1)
— (1.(=3).(-1) + 1.1.1 + 0.0.2)

=-2
c. Mencari det A; dengan aturan Sarrus
4 2 -1
|4 =6 -3 1
3 1 0
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= (4.(-3).0 + 2.1.3 + (-1).6.1)
—(3.(=3).(-1) + 1.1.4 + 0.6.2)

=-13
d. Mencari det A, dengan aturan Sarrus
1 4 -1
|4, =10 6 1
1 3 0
= (1.6.0 + 4.1.1 + (=1).0.3) — (1.6.(—=1) + 3.1.1 4+ 0.0.4)
=7
e. Mencari det A; dengan aturan Sarrus
1 2 4
1 1 3
= (1.(=3).3+2.6.1+4.0.1) — (1.(=3).4 + 1.6.1 + 3.0.2)
=9
f.  Mencari nilai x;, x, dan x; berdasarkan aturan Cramer
_detd; 13
1= detd 2
_ det4, 7
*2 7 Getd T 2
_detd; 9

X2 = =
37 detA 2
. . .. 13 7
Jadi, pemecahan sistem persamaan liniernya adalah x; = - X2 = =3 dan x3; =

9

-
Latihan Soal 4.2.
1) Tentukan pemecahan sistem persamaan linier berikut dengan menggunakan
metode eliminasi Gauss.

p1+p3+ps =06
P2 +pst+ps=7
ps —3ps =1
—2p; —ps =4
JAW AN
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2) Tentukan pemecahan sistem persamaan linier berikut dengan menggunakan
metode eliminasi Gauss-Jordan.
g1 +2q; +q3 =2
3q1 +5¢2 —qz =4
%Ch —3q; +2q3 = -8
JAWaAD: L.
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3) Tentukan pemecahan sistem persamaan linier berikut dengan menggunakan
aturan Cramer.

2ri+ 3+ +4r, =1
3 +2r,—13=6
i+ 1y + 13 =2

S5ry +4r, —r3 +4r, =8

JAW D o
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