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MODUL 1
HIMPUNAN

Materi ini merupakan materi prasyarat yang diperlukan untuk memahami materi-
materi yang ada dalam struktur Aljabar. Materi ini berisi pengertian Himpunan, sifat-
sifat Aljabar dari Himpunan

Kegiatan Belajar 1 : Pengertian Himpunan

Himpunan diartikan sebagai kumpulan dari obyek-obyek yang dapat diterangkan
dengan jelas.

Himpunan dinotasikan dengan sebuah huruf capital, sedangkan keanggotaan nya
dituliskan dengan huruf kecil. Misalkan S sebuah himpunan dan x adalah sebuah

objek di S, dikatakan x adalah anggota dari S, dan dinotasikan oleh x £ §, dalam kasus

x bukan anggota S dinotasikan oleh x & S.

Cara Penyajian Himpunan
1. Enumerasi

Contoh 1.

Himpunan empat bilangan asli pertama: 4 = {1, 2, 3, 4}.

Himpunan lima bilangan genap positif pertama: B = {4, 6, 8, 10}.

C = {kucing, a, Amir, 10, paku}
R ={a,b,{a,b,c}, {a,c}}
C ={a, {a}, {{a}} }

K={{}}
Himpunan 100 buah bilangan asli pertama: {1, 2, ..., 100 }

Himpunan bilangan bulat ditulis sebagai {...,-2,-1,0, 1,2, ...}.

2. Keanggotaan
x € A : x merupakan anggota himpunan 4;

x ¢ A : x bukan merupakan anggota himpunan A4.



Contoh 2.
Misalkan: 4 = {1,2,3,4}, R ={a,b, {a, b, c}, {a,c}}
K ={{}}

maka
3 ed
5¢B
{a,b,c} € R
ceR
{1 ek
{} ¢R
Contoh 3. Bila P, = {a, b}, P, = { {a, b} }, P3= {{{a, b}}}, maka
aec P
a¢ P
Pie P,
Py ¢ Ps
P> e P

3. Simbol-simbol Baku

P = himpunan bilangan bulat positif = {1,2,3,... }

N = himpunan bilangan alami (natural) = { 1,2, ... }
Z. = himpunan bilangan bulat = {...,-2,-1,0,1,2, ... }
Q = himpunan bilangan rasional

R = himpunan bilangan riil

C = himpunan bilangan kompleks

e Himpunan yang universal: semesta, disimbolkan dengan U.

Contoh: Misalkan U = {1, 2, 3, 4, 5} dan 4 adalah himpunan bagian dari U,
dengan 4 = {1, 3, 5}.



4. Notasi Pembentuk Himpunan

Notasi: { x | syarat yang harus dipenuhi oleh x }

Contoh 4.
(i) A adalah himpunan bilangan bulat positif yang kecil dari 5

A= {x|x adalah bilangan bulat positif lebih kecil dari 5}
atau
A= {x|x e P,x<5}

yang ekivalen dengan 4 = {1, 2, 3, 4}
(il)) M = { x| x adalah mahasiswa yang mengambil kuliah [F2151}
5. Diagram Venn
Contoh 5.

Misalkan U = {1,2, ..., 7,8}, 4={1,2,3,5} dan B = {2, 5, 6, 8.

Diagram Venn:

U A B
- 7
1 8
4
3 6

1.3 Kardinalitas

e Jumlah elemen di dalam 4 disebut kardinalitas dari himpunan 4.

e Notasi: n(4) atau | 4]

Contoh 6.



(1) B = {x|xmerupakan bilangan prima yang lebih kecil dari 20 },
atau B={2,3,5,7, 11, 13,17, 19} maka | B| =8

(i1) T = {kucing, a, Amir, 10, paku}, maka 7| =5

(iii) 4 = {a, {a}, {{a}} }, maka |4

=3

Himpunan Kosong

e Himpunan dengan kardinal = 0 disebut himpunan kosong (null set).

e Notasi: & atau {}

Contoh 7.
(1) E={x|x<x},makan(E)=0
(i) P = { orang Indonesia yang pernah ke bulan }, maka n(P) =0

(ii1) A = {x | x adalah akar persamaan kuadrat F+1=01}nd)=0

e himpunan {{ }} dapat juga ditulis sebagai {J}
e himpunan {{ }, {{ }}} dapat juga ditulis sebagai {J, {J}}
e {J} bukan himpunan kosong karena ia memuat satu elemen yaitu himpunan

kosong.

1.4 Himpunan Bagian (Subser)

e Himpunan 4 dikatakan himpunan bagian dari himpunan B jika dan hanya jika

setiap elemen 4 merupakan elemen dari B.
e  Dalam hal ini, B dikatakan superset dari A.

e Notasi: 4 c B

e Diagram Venn:



Contoh 8.
1) {1,2,3} < {1,2,3,4,5}

(i) {1,2,3} < {1, 2,3}

(i)NcZcRcC

(iv)Jikad={(x,y) |x+y<4,x 2,y 20} dan
B={(,y)|2x+y<4, x 20dany >0}, maka B c 4.

TEOREMA 1.1.

Untuk sembarang himpunan A berlaku hal-hal sebagai berikut:

(a) A adalah himpunan bagian dari A itu sendiri (yaitu, A < A).

(b) Himpunan kosong merupakan himpunan bagian dari A ( J < A).
(c)JiknAcBdanBc C,maka A cC

o U c Adan 4 < A, maka & dan A disebut himpunan bagian tak sebenarnya
(improper subset) dari himpunan 4.

Contoh: 4 = {1, 2, 3}, maka {1, 2, 3} dan & adalah improper subset dari A.

e 4 c Bberbedadengan 4 c B



(i) A4 c B: A adalah himpunan bagian dari B tetapi 4 # B.

A adalah himpunan bagian sebenarnya (proper subset) dari B.
Contoh: {1} dan {2, 3} adalah proper subset dari {1, 2, 3}

(i) A < B : digunakan untuk menyatakan bahwa 4 adalah himpunan bagian
(subset) dari B yang memungkinkan 4 = B.

1.5 Himpunan yang Sama

e A = B jika dan hanya jika setiap elemen 4 merupakan elemen B dan sebaliknya

setiap elemen B merupakan elemen A.

e A= Bjika 4 adalah himpunan bagian dari B dan B adalah himpunan bagian dari 4.
Jika tidak demikian, maka A4 = B.

e Notasi:A=B <> AcBdanBc 4

Contoh 9.
(i) Jikan4={0,1}danB={x|x(x—1)=0}, makad=~8
(i) JikaA=1{3,5,8,5}danB=1{5,3,8}, makad=8B
(i) Jika4={3,5,8,5} dan B= {3, 8}, maka 4 # B
Untuk tiga buah himpunan, 4, B, dan C berlaku aksioma berikut:
(@d=4,B=B,danC=C
(b) jika A = B, maka B=A4
(c)jikad=Bdan B=C,maka4=C

1.6 Himpunan yang Ekivalen

e Himpunan A4 dikatakan ekivalen dengan himpunan B jika dan hanya jika
kardinalitas dari kedua himpunan tersebut sama.

o Notasi:A~B < |4] =|B]

Contoh 10.

Misalkan 4= { 1,3,5,7 }danB={ a,b,c,d }, maka A~ Bsebab |4| = |B| =4



1.7 Himpunan Saling Lepas

e Dua himpunan A dan B dikatakan saling lepas (disjoint) jika keduanya tidak
memiliki elemen yang sama.
e Notasi:4//B

e Diagram Venn:

Contoh 11.
Jikad={x|xeP,x<8}dan B= {10, 20,30, ... }, maka 4 // B.

1.8 Himpunan Kuasa

Himpunan kuasa (power set) dari himpunan A adalah suatu himpunan yang elemennya
merupakan semua himpunan bagian dari A, termasuk himpunan kosong dan himpunan

A sendiri.

e Notasi : P(4) atau 2*

o Jika | 4| =m, maka | P(4)| = 2™

Contoh 12.

Jikand={1,2}, maka PA)={, {1},{2},{1,2}}

Contoh 13.

Himpunan kuasa dari himpunan kosong adalah P() = {<J}, dan himpunan kuasa dari

himpunan {J} adalah P({J}) = {J, {D}}.



1.9 Operasi Himpunan

a. Irisan (intersection)

& E

e Notasi:ANB={x|xeAdanxe B}

Contoh 14.

(1) Jikad=1{2,4,6,8,10} dan B= {4, 10, 14, 18},
maka 4 N B= {4, 10}

(i) Jikad=1{3,59}danB={-2,6 }, makad N B=0.
Artinya: 4// B

b. Gabungan (union)

e Notasi:AUB={x|xedataux € B}

Contoh 15.
(i) Jikad=1{2,58}danB={7,5,22 },makad uB={2,5,7,8,22}
iAaud=4

c¢. Komplemen (complement)

e Notasi: A={x|xeUxegd}




Contoh 16.
MisalkanU={1,2,3,...,9 },

(i)  jikad={1,3,7,9}, maka A ={2,4,6,8}
(i) jikad={x|x2eP,x<9},maka A={1,3,5,7,9}
d. Selisih (difference)

e Notasi:A—-B={x|xeAdanxeB}=An B

i
B B
Contoh 18.
(i) Jika4=4{1,2,3,..,10}danB={2,4,6,8,10 }, maka4d—-B={1,3,5,7,9}
danB-4=O

(i) {1,3,5} —{1,2,3} = {5}, tetapi {1,2,3} — {1,3,5} = {2}

e. Beda Setangkup (Symmetric Difference)

e Notasi A@B=(AUB)-(ANB)=(A-B)u(B-4)
Contoh 19.
Jiknd={2,4,6 }danB={2,3,5}, makad ®B=1{3,4,5,6}
Contoh 20. Misalkan

U = himpunan mahasiswa
P =himpunan mahasiswa yang nilai ujian UTS di atas 80

QO = himpunan mahasiswa yang nilain ujian UAS di atas 80

Seorang mahasiswa mendapat nilai A jika nilai UTS dan nilai UAS keduanya di atas
80, mendapat nilai B jika salah satu ujian di atas 80, dan mendapat nilai C jika kedua
ujian di bawah 80.

(i) “Semua mahasiswa yang mendapat nilai A” : PN Q



(i) “Semua mahasiswa yang mendapat nilai B” : P @ Q

(i) “Ssemua mahasiswa yang mendapat nilai C”: U — (P U Q)

TEOREMA 1. 2. Beda setangkup memenuhi sifat-sifat berikut:

(A)A®B=B®A
b)(A®B) ®C=A®B®C)

(hukum komutatif)

(hukum asosiatif)

AﬂAJ\JM£=ﬁA
AUAﬁxALQ:UA

A XA x.x A =% 4

AD9AD.94 =04

Sifat-sifat Aljabar Himpunan, Prinsip Inklusi dan Eksklusi

1.

Hukum identitas:

Aud=4
AnNnU=4

2. Hukum null/dominasi:
- AN =Y
- AuU=U




3. Hukum komplemen:
- Au4=U
- AN A=Q

Hukum idempoten:
- AUA=A4
- AnA=4

5. Hukum involusi:

Hukum penyerapan (absorpsi):
- AuAnB)=A4
- An(AuUB)=4

7. Hukum komutatif:
- AuUB=BuA4
- ANnB=BnNnA4

Hukum asosiatif:
- AuvBuUO=A4duB)uC
- AnBNO=AnNnB)NC

9. Hukum distributif:
- AuBNCO=AUBNAdv
(@)
- ANnBuO=AUnBuldn
(@)

10.

Hukum De Morgan:
ANB-AUB
AUB-ANB

11. Hukum 0/1

Cl Qf
I

U
)

Contoh 21 ;
Buktikan 4 U B=BuU 4
Penyelesaian :
Ambil: (A UB)
maka berdasarkan definisi Gabungan,

A ataux EF

Jadi AU B BuUA .

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa B U 4

atau bias ditulis : B

sebarang, akan ditunjukkan4 U B BuU A4

atau: A, schingga: (B UA)

AU B.

Dengan demikian maka terbukti bahwa: 4 U B=B U A4




1.11

Prinsip Dualitas

Prinsip dualitas: dua konsep yang berbeda dapat dipertukarkan namun tetap
memberikan jawaban yang benar.

(Prinsip Dualitas pada Himpunan). Misalkan S adalah suatu kesamaan
(identity) yang melibatkan himpunan dan operasi-operasi seperti U, N, dan
komplemen. Jika S* diperoleh dari S dengan mengganti U —> N, N —> U, I
— U, U - ¢, sedangkan komplemen dibiarkan seperti semula, maka

kesamaan S* juga benar dan disebut dual dari kesamaan S.

1. Hukum identitas: Dualnya:
Auvd=4 ANU =4
2. Hukum null/dominasi: Dualnya:
AND=0 AuU=U
3. Hukum komplemen: Dualnya:
Au 4=U AN A=
4. Hukum idempoten: Dualnya:
AUA=4 ANnA=4
5. Hukum penyerapan: Dualnya:
AuvuAnNnB)=4 ANn(AUB)=4
6. Hukum komutatif: Dualnya:
AuB=BuUA ANnB=BnNA
7. Hukum asosiatif: Dualnya:
AvBU(O)=AuB)UC ANBNCO)=AnNnB)NnC




8. Hukum distributif: Dualnya:
AUBNCO)=AUB)NAUC) ANnBuUul)y=AnNnB)uAnO)
9. Hukum De Morgan: Dualnya:

AUB=A4nB ANB=A40B
10. Hukum 0/1 Dualnya:

B=U U-90

Contoh 22. Buktikan Dual dari (4 "nB)u (4 " B)=4
Dengan menggunakan sifat (4 "B)U (AN B)y=An(BUB )=4nU=4
Jadi A4UB) NAuU B)=4.

1.13 Multi Set.

Himpunan yang unsurnya boleh berulang (tidak harus berbeda) disebut multi set

(himpunan ganda).

Contoh:

A= {1,1,1,2,2, 3},
B= {2,2,2},

C= {2,3,4},

D= {}.

Multiplisitas dari suatu unsur pada multi set adalah jumlah kemunculan unsur
tersebut

pada multi set tersebut.

Contoh:

M={1,1,1,2,2,2,3,3,1},

multiplisitas 1 adalah 4 dan multiplisitas 2 adalah 3, sementara itu multiplisitas 3

adalah 2.



Himpunan (set) merupakan contoh khusus dari suatu multiset, yang dalam hal ini
multiplisitas dari setiap unsurnya adalah 0 atau 1. Himpunan yang multiplisitas dari
unsurnya 0 adalah himpunan kosong.
Misalkan P dan Q adalah multiset, operasi yang berlaku pada dua buah multi set
tersebut adalah sebagai berikut :

a. P U Q merupakan suatu multiset yang multiplisitas unsurnya sama dengan

multiplisitas maksimum unsur tersebut pada himpunan P dan Q. Contoh :

P={a aacdd}dan Q={aab,c,c},
MakaPuQ={a,aab, c,c,d, d}
b. P N Q adalah suatu multiset yang multiplisitas unsurnya sama dengan

multiplisitas

minimum unsur tersebut pada himpunan P dan Q. Contoh :
P=1{a,a,a,¢c,d,d}danQ={a,a,b,c,c}
MakaPNQ={a,a,c}

c. P—Q adalah suatu multiset yang multiplisitas unsurnya sama dengan
multiplisitas unsur tersebut pada P dikurangi multiplisitasnya pada Q, ini
berlaku jika jika selisih multiplisitas tersebut adalah positif. Jika selisihnya

nol atau negatif maka multiplisitas unsur tersebut adalah nol. Contoh :

P=1{a,a,a,b,b,c,d,d,e}danQ={ a,a,b,b,b,c,c,d, d, f}
maka P-Q ={a,e}

d. P + Q, yang didefinisikan sebagai jumlah (sum) dua buah himpunan ganda,
adalah suatu multiset yang multiplisitas unsurnya sama dengan penjumlahan

dari multiplisitas unsur tersebut pada P dan Q.Contoh:

P={a,ab,c,c}danQ=1{a,b,b,d},
makaP+Q=1{a,a,a,b,b,b,c,c,d}

Kegiatan Belajar 2 : PRINSIP INKLUSI DAN EKSKLUSI
Berkaitan dengan kardinalitas Himpunan, diperoleh beberapa rumus sebagai berikut:
Misalkan |P | menyatakan kardinalitas himpunan P, dan | Q | menyatakan kardinalitas

himpunan Q, maka



[PUQI=[P[+]|Q]- |PNQ]
[PUQI= [P[+]|Q]
[PNQ|= min(|P[,[Q]
[PEQI=[P[+|Q]- 2[PNQ]
[P-Q[=[P|-|Q]

Untuk 3 buah himpunan hingga , maka
|[IPUQUR|=|P|+|Q|+|R|-|PNQJ|-|PNR|-|RNQ| + |PNQNR

|

Secara Umum untuk himpunan-himpunan A, A,, ..., A, kita peroleh

|A]VUAU .. UAn|=

Tl — Zoeicienli N 4|+ Zyijenenldi N4 NA ]+ .+ (D" AN
A, .. NA|

Contoh 23 :
Tentukan banyaknya bilangan bulat 1 —200, yang habis dibagi 2, 5, atau 7.
Tentukan banyaknya bilangan bulat 1-200 yang habis dibagi 2,5 tetapi tidak habis
dibagi 7.
Jawab :
Misalkan P = himpunan bilangan bulat 1- 200 yang habis dibagi 2
Q = himpunan bilangan bulat 1- 200 yang habis dibagi 5
R = himpunan bilangan bulat 1- 200 yang habis dibagi 7.
Maka
[PUQUR[=|P[+[Q[+[R]|- |[PNQJ- [PNR[-|[RNQ[+ [PNQNE |
= 100+40 +28- 20-14—-5+2=131
Jadi banyaknya bilangan bulat 1 -200 yang habis dibagi 2, 5 atau 7 adalah 141

bilangan.

Contoh 24 :

Diantara 100 mahasiswa, 32 mempelajari matematika, 20 mempelajari fisika, 45

mempelajari biologi, 15 mempelajari matematika dan biologi, 7 mempelajari



matematika dan fisika, 10 mempelajari fisika dan biologi, dan 30 tidak mempelajari
satupun diantara
ketiga bidang tersebut.

a. Hitung banyaknya mahasiswa yang mempelajari ketiga bidang tersebut?

b. Hitung banyaknya mahasiswa yang mempelajari hanya satu daintara ketiga

bidang tersebut?

Penyelesaian :
Misalakan M = himpunan mahasiswa yang mempelajari Matematika
F = himpunan mahasiswa yang mempelajari Fisika
B = himpunan mahasiswa yang mempelajari Biologi
Jadi|M |=32,|F|=20,|B|=45|M nB|=15 |M nF|=7,|FNnB|=10
[IM UF UEB |°= 30
Dengan menggunakan Prinsip Inklusi dan Eksklusi :
IMUFUB |=|M|+|F|+|B|- [MNF|- |[MNB|-|FNB| + |[MNFNB |
IMNFNB|=|MUFUB |-|M|-|F|-|B|+ |[MNF|+|MNB|+FNB|
=70-32-20-45+15+7+10=5
Jadi banyaknya Mahasiswa yang mempelajari ketiga bidang tersebut sebanyak 5
orang.
Banyaknya mahasiswa yang hanya mempelajari Matematika adalah ;
IM|- |MNF|- | MNB| + [ MNFNEBE| =32-7-15+5=15 orang
Banyaknya mahasiswa yang hanya mempelajari Fisika adalah :
|F|- IMNF|-|FNB| + |MNFNB|=20-7-10+5=8 orang
Sedangkan banyaknya mahasiswa yang hanyamempelajari Biologi :
|IB|- [MNB|-|FNB| + |MNFNEB| = 45—-15-10+5=25 orang
Jadi banyaknya mahasiswa yang mempelajari hanya satu diantara ketiga bidang

tersebut adalah 48 mahasiswa.



Latihan

1. Tentukan apakah setiap pernyataan berikut Benar atau Salah
a. 0CSO
b. OO
c. D< {0}
d. @€ {0}
e. {a,b} & {ab,c, {abc}}
f. {a,b} €{a,b,c, {abc}}
g. {ab} & {ab,{ab}}
h. {ab} € {ab,{ab}}
i. {a,0} < {a {a,0}}
2. Tentukan himpunan-himpunan berikut
a. OuU{0}
b. @ n{0}
c. {Biu {a @,{0}}
d. {@}n {a, @,{0}}
e. 0B{a 0,{0}}
f. {0} D{a 0,{0}}
3. Jika A= {a, b, {a,c}, @}, tentukan himpunan-himpunan berikut:
a. A-{a}
b. A-0
c. A-{@}
A —{a, b}
A —{a,c}
A- {{a,b}}
A- {a,c}
{aj -A

o
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i. {ac}—A

- {af —{A}
4. Tentukan Power Set untuk himpunan berikut:

a. {a}

b. {{a}}

c. {0,{0}}
5. Misalkan A= {@, {@}}. Periksa apakah pernyataan berikut ini Benar atau Salah
0 € p(A)

&

s

B < P(A)
c. 01 pPA)
d. {0} €A
e. {0} @A
f {@)CS A
g {21 e PN
h. {93} € p(A)
i {203e®
6. Buktikan sifat-sifat Aljabar himpunan berikut:

a AUB=BuUA4

b. ANnBNC)=AnNnBNC

c. AnBUuO)=AnNBuUANO)
d ANB=AUB

7. Tentukan Dual dari sifat berikut ;

a. Au4=U
b. Au4=U
c. AuAnNB)=4

d AuvBu()=A4duBuC
e. AUB=AnN B

8. (a)jika A sub himpunan dari B dan B subhimpunan dari C, buktikan bahwa A

subhimpunan dari C.



10.

11.

12.

13.

14.

(b) Jika BS A, buktikan bahwa AU B = A

Diantara bilangan-bilangan bulat 1- 300, berapa banyaknya bilangan yang tidak

habis dibagi 3, 5 maupun 7?

Berapa banyaknya bilangan yang habis dibagi 3 tetapi tidak habis dibagi 5

maupun 7?7

Sebuah survey diadakan terhadap 1000 orang. Ternyata 595 anggota partai

demokrat, 595 memakai kaca mata, dan 550 menyukai es krim, 395 diantara

mereka adalah anggota partai demokrat yang memakai kaca mata, 350 anggota

partai demokrat yang menyukai es krim, dan 400 orang memakai kaca mata

dan menyukai es krim, 250 diantara mereka adalah anggota partai demokrat

yang memakai kaca mata dan menyukai es krim.

a. Berapa banyak diantara mereka bukan anggota partai demokrat , tidak
memakai kaca mata dan tidak menyukai es krim?

b. Berapa banyak diantara mereka yang anggota partai demokrat namun tidak
memakai kaca mata dan tidak menyukai es krim?

Diketahui bahwa di sebuah Universitas, 60 % diantara para dosennya bermain

tenis, 50% bermain bridge, 70% melakukan jogging, 20% main tenis dan

bridge, 30% main tenis dan melakukan jogging, dan 40% main bridge dan

jogging. Jika seseorang meng atakan bahwa 20% diantara para dosen

melakukan jogging, dan main bridge dan tenis, percayakah anda pada apa yang

dikatakan itu? Mengapa?

Diantara 130 mahasiswa , 60 memakai topi di dalam kelas, 51 memakai syal di

leher, dan 30 memakai topi dan syal. Diantara 54 mahasiswa yang memakai

sweater, 26 memakai topi, 21 memakai syal dan 12 memakai topi dan syal.

Mereka yang tidak memakai topi ataupun syal memakai sarung tangan.

a. Berapa banyak mahasiswa yang memakai sarung tangan?

b. Berapa banyak mahasiswa yang tidak memakai sweater memakai topi
namun tidak memakai syal?

c. Berapa banyak mahasiswa yang tidak memakai sweater tidak memakai topi
ataupun syal?

Diantara 50 mahasiswa disebuah kelas, 26 memperoleh nilai A dari ujian

pertama, dan 21 memperoleh A pada ujian kedua. Jika 17 mahasiswa



tidakmemperoleh A dari ujian pertama maupun ujian kedua, berapa banyak
mahasiswa yang memperoleh dua kali nilai A dari kedua ujian itu?

15. ( dari soal no 15) Jika banyaknya mahasiswa yang memperoleh A dari ujian
pertama sama dengan banyaknya mahasiswa yang memperoleh A dari ujian
kedua, jika banyaknya mahasiswa yang memperoleh nilai A dari kedua ujian
itu adalah 40, dan jika 4 mahasiswa tidak memperoleh satu pun nilai A dari
dari kedua ujian itu, tentukan banyaknya mahasiswa yang memperoleh A
hanya dari ujian pertama saja, yang memperoleh A hanya dari ujian kedua saja
dan yang memperoleh A dari ujian pertama maupun dari ujian kedua?

16. Diketahui Himpunan ganda berikut P= { a,a,a,b,b,c,d,d, e }

danQ=1{ a,a,b,b,b,c,c,d,d, f} . Tentukan :
aPug@
b. PNQ
c.P—@
d P+@Q
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MODUL 2
RELASI, PEMETAAN, SISTEM MATEMATIKA

Bagian ini mengakaji definisi relasi, representasi relasi, sifat-sifat relasi,pemetaan, sifat-sifat
pemetaan , operasi pemetaan, dan sistem matematika.
Kegiatan Belajar 1: Relasi
Definisi 2.1
Misalkan A dan B dua buah himpunan , maka hasil kali silang ( cross product) dari A dan B
AxB ={(ab)la € Adanb € B}

Definisi 2.2
Sebuah Relasi dari 4 ke B adalah subhimpunan dari 4 x B.

Contoh 1

(1) Misalkan C={1,2,3}, danD = { a, b }, maka
CxD={(,a),(,b),(2,a),(2,b),3,a),3,b)}

(i1) Misalkan 4 = B = himpunan semua bilangan riil, maka

A x B =himpunan semua titik di bidang datar

Catatan:

1. Jika 4 dan B merupakan himpunan berhingga, maka: laxB|=14].|B].

2. Pasangan berurutan (a, b) berbeda dengan (b, a), dengan kata lain (a, b) # (b, a).

3. Perkalian kartesian tidak komutatif, yaitu 4 x B # B x A dengan syarat 4 atau B tidak
kosong.

4. Jiknd=CatauB=C, makadxB=BxA=
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Representasi Relasi

1. Representasi Relasi dengan Diagram Panah

2 Representasi Relasi dengan Tabel

. Kolom pertama tabel menyatakan daerah asal, sedangkan kolom kedua menyatakan

daerah hasil.

Tabel 1
A B
Amir 1F251
Amir IF323
Budi 1F221
Budi IF251
Cecep 1F323

Tabel 2 Tabel 3

P 0 A A
2 2 2 2
2 4 2 4
4 4 2 8
2 8 3 3
4 8 3 3
3 9

3 15

3 Representasi Relasi dengan Matriks

e Misalkan R adalah relasi dari 4 = {ay, as, ..

. an} dan B= {by, by, ..., by}

e Relasi R dapat disajikan dengan matriks M = [m;],

by

a | m

1 11

a2 le

m ml

by
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yang dalam hal ini

I, (a,b)eR
"0, (a.b)eR

Definisi 2.3
Misalkan S himpunan tak kosong. Relasi ~ pada S dikatakan bersifat :

Refleksif, apabila a~a untuk setiap a € S,
Simetris, apabila a ~ b mengakibatkan b ~ a untuk setiap a, b €S,

Transitif, apabila a ~ b dan b~ ¢ mengakibatkan a~ cuntuk setiap a, b, ¢ € S.

Contoh 2
Relasi keterbagian pada bilangan bulat ( disimbolkan dengan | ) dengan definisi untuk
a,b € Z{0},alb jika dan hanya jika b = ac untuk suatu ¢ € Z, mempunyai sifat refleksif dan

transitif tetapi tidak bersifat simetris.

Bukti:

- Ambil sebarang a € Z{0}. Jelasa =a 1

Jadi a|a sehingga | bersifat Refleksif

- Pilih 3,6 € Z{0}, jelas 3|6 tetapi 6 tidak membagi 3.

Jadi | tidak bersifat simetris.

- Ambil sebarang a,b,c € Z{0} dengan a|b dan b|c

Akan ditunjukkan alc

Karena a|b dan b|c maka terdapat bilangan bulat m dan n sehingga b = ma dan ¢ = nb,
akibatnya ¢ = nb=(nm)a.

Karena terdapat bilangan bulat nm sehingga berlaku ¢ = (nm)a, maka a|c.

Jadi | bersifat transitif.
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Definisi 2.4

Suatu Relasi pada S disebut Relasi Ekivalen, apabila memenuhi sifat refleksif, simetris dan

transitif.

Contoh 3

Misalkan @ = {E

hanya jika pn = mgq. Relasi ~ merupakan relasi Ekivalen.

Bukti :

Misalakan @

Penyelesaian :

(1)

(i)

(iii)

= {Elp,q EZ;q #0}

Akan diselidiki untuk sifat relasi yang refleksif.
Akan dibuktikan g ~ g

P_P
— = = =
g % pq = pq

Jadi, “~” bersifat refleksif.

Akan diselidiki untuk sifat relasi yang simetri.

Akan dibuktikan : 2~ — T a2
q n n q
E.\_ﬁpn=mq ....... (1)

Dari (i) pn = mg = wmg =pn
mg = pn adalah persamaan (2).
Jadi, “~” bersifat simetri.

Akan diselidiki untuk sifat relasi yang transitif.

. . M ™ L L]
Akan dibuktikan : 2~2, 22 S ELZ
q non t g t

L. % artinyapn =mgq...... (1)

Dengan mensubstitusi m = % sehingga dari (2) diperoleh :

p,q € Z,q # 0}. Definisikan relasi ~ pada @ dengan aturan? ~ % jika dan
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pt = sq

pt = sq artinya E ~ E

Jadi, “~” bersifat transitif.

Jadi, dari (i)-(iii) maka “~"" adalah relasi ekivalen.

Definisi 2.5
Misalkan S himpunan tak kosong. Partisi dari himpunan S adalah dekomposisi S ke dalam A;

dengan 4; < 5, A; # O sehingga berlaku U; A; =S dan 4; N A; = 0,apabila i+ j

Contoh 4
A ={1,3}, A, = {4} , A= {2,5} merupakan partisi dari S = ( 1,2,3,4,5}.

Definisi 2.6

Misalkan a dan b bil bulat dan n bil bulat positif, dikatakan a kongruen b modulo n (a = b( mod
n) jika hanya jika a — b = kn, untuk suatu k € Z.

Sifat

Relasi “= “ merupakan relasi ekivalen

Bukti : diberikan sebagai latihan

Teorema 2.7

Misalkan S himpunan tak kosong dan ~ merupakan relasi ekivalen pada S. Maka ~

Mengakibatkan terbentuknya partisi dan sel ( kelas ekivalen) yang memuat a adalah
a={x €S|x~a}.
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Contoh 5
a={x€Z|x =a(modn)
x EZlx=0+kn=kn ;k € Z}

0=
1 x €EZlx=1+kn ;k € Z}

{
{

2={x€Zlx=2+kn ;k € Z}

n—1={x €Z|lx=(n—1)+kn ;k €Z}

n={x €EZlx=n+kn ;k €Z}
={x €Zlx=(k+1)n ;k € Z}
={x EZlx=pmp €Z}=10
Dengan demikian terbentuk n buah kelas ekivalen yang berbeda yang merupakan partisi dari Z
yaitu0,1,2, ..., 7

Berikut diberikan beberapa contoh penggunaan sifat Relasi .

Contoh 6.
Selidiki relasi alb < b = ac untuk suatu ¢ € Z|{0}.
Penyelesaian :
(1) Akan diselidiki untuk sifat relasi yang refleksif
Akan dibuktikan : ala

Ambil a € Z|{0} sebarang.
a=a-1,3c=1 ¢ Z|{0}

a = a- 1maka ala

Jadi, relasi “| ” bersifat refleksif.

(i1))  Akan diselidiki untuk sifat relasi yang simetri
Akan dibuktikan : alb — bla

Pilih @ = 2, b = 4 sehingga alb menjadi 2|4 tapi 4 2.

4 } 2 karena 2 = 4 - ¢, tidak ada ¢ € Z|{0} yang memenuhi 4 } 2.
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“l

Jadi relasi ” tidak bersifat simetri.

(iii))  Akan diselidiki untuk sifat relasi yang transitif
Akan dibuktikan : alb, blc = alc

Ambil a, b, ¢ € Z|{0} sebarang.
alb = b=a'n
bleec=b-m

alc ©c=b-m

S p—

= a(nm)

c=a-p;p=nm
c=ap—alc

Jadi, relasi “| ” tidak bersifat transitif.

“l

Jadi, dari (1),(i1),(ii1), relasi relasi ” bukan relasi ekivalen.

Contoh 7.
Selidiki apakah relasi < pada R|{0} adalah relasi ekivalen.

Penyelesaian :

Misalkan terdapat bilangan a, b € R|{0} 2 a < b.

(1) Akan diselidiki untuk sifat relasi yang refleksif
Akan dibuktikan : a = a

a<a

a—a =10

0=<0 (Benar)

Jadi, “=<” bersifat refleksif.

(i)  Akan diselidiki untuk sifat relasi yang simetri.

Akan dibuktikan:a < b = b = a
Piliha =1dan b = 2.

Sehingga didapat 1 < 2 tapi 2 £ 1.



Jadi, “=<” tidak bersifat simetri.

(iii))  Akan diselidiki untuk sifat relasi yang transitif.
Akan dibuktikan :a = b,b =c—a =c

a <bartinyaa—b <0,a—b eP... (1) (Definisi)
b=cartinyab—c=0,b—ceP....2) (Definisi)
Dengan menjumlahkan (1) dan (2), diperoleh :
(a—b)+(b—c)=a—c€EP

Jadi,a —c =0

a=c

Jadi, “=<” bersifat transitif.

Jadi, dari (1),(i1),(ii1), maka “=” bukan relasi ekivalen.

Contoh 8
Periksa apakah relasi R, di R adalah relasi ekivalen apabila xy = 0.
Penyelesaian :

(1) Akan diperiksa untuk sifat relasi yang refleksif.
Akan dibuktikan : x - x = 0

Xx=x"

x* =0 (Teorema sifat urutan R).

Jadi, _R. bersifat refleksif.

) xRy,
(i1))  Akan diperiksa untuk sifat relasi yang simetri.
Akan dibuktikan: R, — R,
Artinya akan dibuktikan yx = 0
xy = yx (Sifat komutatif R).
Sehingga yx = 0
Jadi, R, bersifat simetri.

(ii1))  Akan diperiksa untuk sifat relasi yang transitif.
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Akan dibuktikan: R, ;R = R,
Artinya akan dibuktikan : xz = 0
Terdapat dua kemungkinan nilai x, ¥, z yaitu :

(1) Darixy = 0danyz = 0

Untuk v =0makax = 0danz =0

Karena x = 0 dan z = 0 maka x - z.= 0 (Sifat urutan ).

Jadi, xz = 0.
(2) Darixy = 0danyz = 0

Untuk ¥y <=0makax <= 0danz < 0

Karena x = 0 dan z < O makax -z = 0 (Sifat urutan R).

Jadi, xz = 0

Jadi, dari (1) dan (2) maka xz = 0.

Jadi, dari (i),(i1),(ii1) ,R, adalah relasi ekivalen.

Contoh 9
Periksa apakah relasi R, di Z" adalah relasi ekivalen apabila |x| = |yl.
Penyelesaian :
(1) Akan diperiksa untuk sifat relasi yang refleksif.
Akan dibuktikan : |x| = |x]|
x| = |x|,x € Z
Jadi, R, bersifat refleksif.
(i1) Akan diperiksa untuk sifat relasi yang simetri.

Diketahui : |x| = |y|

Akan dibuktikan : |y| = |x|

|| = |y| artinya sama dengan |y| = |x|
Jadi, |v] = |x].

Jadi, _R. bersifat simetri.

vy
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(i11))  Akan diperiksa untuk sifat relasi yang transitif.
Diketahui : |x| = |yl, |y| = |z
Akan dibuktikan : |x| = |z]
lx| = |yl artinya |x| — |y| = 0.......(1)
|yl = |z artinya |y]| — |z| = 0.......(2)

Dengan menjumlahkan (1) dan (2), diperoleh :

x| — Iyl + Iyl — |zl = |x| —|z| = 0
Karena |x| — |z]| = 0 maka |x| = |z].
Jadi, _R. bersifat transitif.

vy

Jadi, dari (i)-(i1i)) maka R, adalah relasi ekivalen.

Conoh 10
Periksa apakah relasi R, di Z” adalah relasi ekivalen apabila x — y habis dibagi 2.

Penyelesaian :

(1) Akan diperiksa untuk sifat relasi yang refleksif.
Akan dibuktikan : 2|x — x
2|x — x artinya 2|0 adalah pernyataan yang benar.
2|0 artinya 0 = 2 c.
Jadi terdapat ¢ = 0 yang memenuhi 0 = 2- ¢
Jadi 2|x — x.
Jadi, R, bersifat refleksif.

(i1) Akan diperiksa untuk sifat relasi yang simetri.
Diketahui : 2|x — ¥
Akan dibuktikan : 2|y — x
2ly —x artinyay —x =2-d
y—x=2-d
~(x-y)=2-d

x —y = 2(—d) atau x —y = 2 -e (Hipotesis)
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(iii)

Definisi 1.9

Contoh 11

Jadi, 2|y — x.

Jadi, _R. bersifat simetri.

xTTN

Akan diperiksa untuk sifat relasi yang transitif.

Diketahui : 2|x — v, 2|y — z
Akan dibuktikan : 2|x — z
2|x — yartinyax —y = 2¢ .....(1)

2

v —zartinyay —z =2d ...... 2)

Dari (2), y—z=2d
(x—2¢)—z=2d (dari(1))
x—z=2d+ 2¢
x—z=2(d+c)
x—z=2e ;e=d+c

Jadi, 2|x — z

Jadi, _R._ bersifat transitif.

) x »

Jadi, dari (1),(i1),(ii) maka R, adalah relasi ekivalen.

Kegiatan Belajar 2: Pemetaan, Sistem Matematika

Misalkan S , T himpunan tak kosong. Sebuah pemetaan dari S ke T adalah suatu aturan yang

menghubungkan setiap anggota himpunan S ke tepat satu anggota himpunan T.

Misalka J adalah himpunan bilangan bulat dan S = J x J. Definisikan ¢ : § — J, dengan

e(mn)= m+n
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Contoh 12
Misalkan S himpunan yang terdiri dari X, X, X3 , definisikan @ : § = 5 dengan @(x,) = x,,

'ﬁp(x:) = xzdan '-'P(xa) = X

Jenis-Jenis Pemetaan

Definisil.10
Pemetaan fdari A ke B disebut pemetaan satu-satu(injektif) jika
f(a,) = f(a;) makaa, = a,.

Pernyataan di atas setara dengan : Jika @ # a, maka f(a,) = f(a,).

Contoh 13.

Misalkan /: Z — Z. Tentukan apakah f{x) = x> + 1 dan f{x) = x — 1 merupakan fungsi satu-satu?

Penyelesaian:
(i) fix) = x>+ 1 bukan fungsi satu-ke-satu, karena untuk dua x yang bernilai mutlak sama tetapi

tandanya berbeda nilai fungsinya sama, misalnya f{(2) = f(-2) = 5 padahal -2 # 2.
(1) f{ix) = x — 1 adalah fungsi satu-ke-satu karena untuk a # b,

a-1#b-1.

Misalnya untuk x =2, f(2) = 1 dan untuk x = -2, {(-2) =-3.

Definisi 1.11
Pemetaan fdari A ke B disebut pemetaan pada(surjektif) jika untuk setiap b € B terdapat
a € A, schingga berlaku b = f(a).
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Contoh 14.
Misalkan f': Z — Z. Tentukan apakah f{x) = x* + 1 dan f{x) = x — | merupakan fungsi pada?

Penyelesaian:
(i) fix) = x* + 1 bukan fungsi pada, karena tidak semua nilai bilangan bulat merupakan jelajah

dari f.

(i) flx) =x — 1 adalah fungsi pada karena untuk setiap bilangan bulat y, selalu ada nilai x yang
memenuhi, yaitu y =x — 1 akan dipenuhi untuk x =y + 1.

Definisi 1,12

Pemetaan bijektif yaitu pemetaan yang bersifat satu-satu dan pada.

Contoh 15.
Fungsi fix) = x — 1 merupakan fungsi yang berkoresponden satu-satu, karena f adalah fungsi
satu-satu maupun fungsi pada.

Fungsi satu-satu, Fungsi pada,
bukan pada bukan satu-satu
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Bukan fungsi satu-satu Bukan fungsi satu-satu
maupun pada tapi pada

A B

- Sy |
RN

1. Jika f adalah fungsi berkoresponden satu-ke-satu dari 4 ke B, maka kita dapat
menemukan balikan (invers) dari f.

RN

/QOO‘!D

2. Balikan fungsi dilambangkan dengan 7. Misalkan a adalah anggota himpunan A4 dan
b adalah anggota himpunan B, maka /() = a jika fla) = b.

3. Fungsi yang berkoresponden satu-ke-satu sering dinamakan juga fungsi yang
invertible (dapat dibalikkan), karena kita dapat mendefinisikan fungsi balikannya.
Sebuah fungsi dikatakan not invertible (tidak dapat dibalikkan) jika ia bukan fungsi
yang berkoresponden satu-ke-satu, karena fungsi balikannya tidak ada.

Contoh 16.

Tentukan balikan fungsi f{x) =x — 1.

Penyelesaian:
Fungsi f(x) = x — 1 adalah fungsi yang berkoresponden satu-ke-satu, jadi balikan fungsi tersebut

ada.
Misalkan f{x) = y, sehingga y = x — 1, maka x = y + 1. Jadi, balikan fungsi balikannya adalah f
1

)=y +1.

Contoh 17.
Tentukan balikan fungsi f{x) = x>+ 1.

Penyelesaian:
kita sudah menyimpulkan bahwa f{x) =x> + 1.

bukan fungsi yang berkoresponden satu-ke-satu, sehingga fungsi balikannya tidak ada. Jadi, f(x)
=x” + 1 adalah funsgi yang not invertible.

2.2.1 Komposisi dari dua buah fungsi.
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Misalkan g adalah fungsi dari himpunan 4 ke himpunan B, dan f adalah fungsi dari himpunan B
ke himpunan C. Komposisi f dan g, dinotasikan dengan f o g, adalah fungsi dari 4 ke C yang
didefinisikan oleh

(fog)a) =flg(@)

Contoh 18.
Diberikan fungsi

g= (L u), (2, u), (3, v);
yang memetakan 4 = {1, 2, 3} ke B = {u, v, w}, dan fungsi
J=A0,y), (v, x), (W, 2)}
yang memetakan B = {u, v, w} ke C = {x, y, z}. Fungsi komposisi dari 4 ke C adalah

fog=11L»),2,5),3.%) }

2.3 Sistem Matematika

Definisi 1.13
Misalkan S himpunan tak kosong.
Operasi biner pada S adalah pemetaan dari S xS ke dalam S
* : Sx&5 =45
(a ,b)— a*b Vabgs
Himpunan S yang dilengkapi dengan satu operasi biner disebut Sistem Matematika.
Contoh : Operasi “ + “ pada system bilangan real merupakan operasi biner.

(13 (13

Operasi “ : “ pada system bilangan bulat bukan merupakan operasi biner.

Contoh 19

C‘::q:”

Selidiki apakah operasi padaa=*b =10 ; ¥ a, b € Z* merupakan operasi biner

Penyelesaian :

x: Z¥xEZt - Tt
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(a,b) - a*b= 10

Ambil a, b € Z¥ sembarang.

Maka a * b = 10°®

Karena a, b € Z% dan perkalian dua bilangan bulat positif menghasilkan bilangan bulat
positif maka 10°% € ZF

Jadia*b =10°* € Z*

Jadi “=” operasi biner di Z*.

Contoh 20
Periksa apakah operasi biner “ * “pada a * b = a* + b*; ¥ a, b € Z* merupakan operasi biner.
Penyelesaian :
#: ZV X ZY > ZY
(a,b) = a*b=a® +b*
Ambil a, b € Z¥ sembarang.
Maka a * b = a® + b?
a® = a - a (perkalian dua bilangan bulat positif menghasilkan bilangan bulat positif) .....
(1), dan
a’ = a - a (perkalian dua bilangan bulat positif menghasilkan bilangan bulat positif) .....
(2) karena (1), (2) € Z* dan penjumlahan dua bilangan bulat positif menghasilkan
bilangan bulat positif, maka a* + b* € Z*
Jadi,a*=b =a® + b* e ZT*

Jadi, “#” operasi biner di Z~.

Contoh 21
Periksa apakah operasi * padaa *b = a — b ; ¥ a,b € Z* merupakan operasi biner
Penyelesaian :

x: Z¥xZt - Zt

(a,b) 2a=b=a—b
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Pilih (1,2) €Z* X Z¥ . Tapi1*2=1-2=—-1& Z*,

Jadi, “*” bukan operasi biner di Z~.

Contoh 22
Periksa apakah operasi * padaa *b =a +b —ab ; ¥ a,b € Z* merupakan operasi biner
Penyelesaian :

#: ZTXET - ZF

(a,b) >a*b=a+b—ab

Pilih (2,3) € Z* X E* Tapi2*3=2+4+3—-(2:-3)=5-6=—-1¢ Z*,

Jadi, “*” bukan operasi biner di Z”.

Contoh 23
Periksa apakah operasi * padap = g = \,f'm ; ¥ p,g € R. Merupakan operasi biner
Penyelesaian :

x: RXRE—=R

(p.q) »p*q=+p*+q°

Ambil p, g € R sembarang.

Makap * g =+/p? +q?

p? = p - p (perkalian bilangan real menghasilkan bilangan real)....(1)

q* = q - q (perkalian bilangan real menghasilkan bilangan real)....(2)

Karena (1), (2) € R dan penjumlahan dua bilangan real menghasilkan bilangan real, maka

p*+q°eER

Karena p* + g* € R tapi akar pangkat dua dari bilangan real akan menghasilkan bilangan

real positif saja.

Jadi, \/p? + g2 € R atau/p2 + g2 € R.

Jadi, “*” bukan operasi biner di E.
Contoh 24

Periksa apakah operasi * padap * g = +/p? —q? ; ¥ p,q € R, merupakan operasi biner

Penyelesaian :
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x: RXR—=R

Y =
(p.q) > p=q=1+p*—q*

Pilih (L2) ERXR. Tapi1*2=v12 —-22 =y1—-4=+/-3 ¢ R

Jadi, “*” bukan operasi biner di .

Contoh 25
Misalkan x, ¥ € Rberlakux *y = x + v.

a. Apakah * merupakan operasi biner?

Penyelesaian :

= RXR—-R
(x’}; —}xx}':x+}r

Ambil x, ¥ € R sembarang.

Maka x * y = x + y. Karena x, v € R dan penjumlahan bilangan real menghasilkan

bilangan real, maka x +y € R.
Jadi, x *y =x+yv € R.
Jadi, * operasi biner.

b. Apakah = bersifat komutatif?

Penyelesaian :

Akan dibuktikan : x * y = y * x
Ambil x, ¥ € R sembarang.
rry=x1y=yi1+x=ynrx
Karena x, ¥ € R dan penjumlahan dua bilangan real menghasilkan bilangan real,
makax +yv =y +x € R,
Jadi, x =y =y *=x
Jadi, * bersifat komutatif.
c. Apakah *= bersifat asosiatif?

Penyelesaian :

Akan dibuktikan : x = (y = z) = (x = y) * z
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Ambil x, ¥,z € R sembarang.
xx(y*z)=x*(y+z2)=x+(O+z)=@x+y)+tz=(x*y)*z

Karena x, ¥, z € K dan penjumlahan dua bilangan real menghasilkan bilangan real,
makax +(v+z)=(x+y) +z€R.

Jadi,x *(y*z) = (x*y)*z

Jadi, * bersifat asosiatif.

d. Apakah * memiliki unsur identitas?

Penyelesaian :

Akan dibuktikan : x *e =x = e *x
Pilih e = 0.
Ambil x € R sembarang.
x*¥e=x*0=x+0=x=0%xx=gx*xx
Jadi, JeER VXxER3 x*e=x—e*x
Jadi, * memiliki unsur identitas.

e. Apakah * memiliki invers?

Penyelesaian :

Akan dibuktikan : x *y = e =y *x

mbil x, y € R sembarang.

Piihy =—x€ R
x+y=x4+(—x)=0=(—=x)+x=y+x
Jadi, VxERIVYERIx*y=e=y*x,

Jadi, * memiliki invers.

Contoh 26
Definisikan operasi + pada Z,, dengana +b =a+b; ¥V abex,.
Apakah operasi + merupakan operasi biner?

Penyelesaian :
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+: Z XZ, >Z,
(ab)y—»a+b=a+b

Ambil @, b € T, sembarang.
Maka@+b =a +b.
[xEZlx=a+kn;k €T}

a

b

[x€EZlx=b+kn;k €L}
a+b=a+kn+b+kn=(a+b)+ 2kn
=(a+b)+m-n; m=2k,kEEZ

a+b=(a+b)+m-n=(a+b)+k-n=a+bel,.

Jadi, a+tb=a+h

Jadi, + operasi biner di Z,,.
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Latihan
Untuk soal-soal berikut, selidiki sifat relasi yang bersesuaian.
1. Relasi =( lebih dari atau sama dengan) pada R\{0}
2. Misalkan R relasi pada Himpunan Bilangan Bulat Positif sedemikian sehingga
aRb jhj a — b bilangan bulat ganijil.
3. Misalkan a dan b bil bulat dan n bil bulat positif, dikatakan a kongruen b modulo n (a =
b( mod n) jika hanya jika a — b = kn, untuk suatu k € Z.
4.  Buktikan Relasi “= “ merupakan relasi ekivalen
5. Misalkan R relasi pada Himpunan Bilangan Bulat Positif sedemikian sehingga
aRb jhj a = b*
6. Misalkan @ : § — T suatu pemetaan, tentukan jenis pemetaan nya
a. S = Himpunan bilangan Riil, T = Himpunan bilangan Riil non negative, dan
o(s) = s
b. S = Himpunan bilangan Riil non negatif, T = Himpunan bilangan Riil non negative,
dan @(s) = 5%,
c. S =Himpunan bilangan bulat, T = Himpunan bilangan bulat, dan ¢(s) = s*.
d. S =Himpunan bilangan bulat, T = Himpunan bilangan bulat, dan ¢(s) = 2s

7.  Berikan contoh pemetaan yang 1-1 tidak pada
8. Berikan contoh pemetaan pada tetapi tidak 1-1

9. Berikan contoh pemetaan 1-1 dan pada
10. Selidiki apakah operasi “ * " di bawah ini merupakan operasi biner untuk himpunan yang
bersesuaian.
a*b=a*>+ b* +2ab;VabecZ?t
a*h=a +b —ab  :VabeZt
11. Misalkan x, ¥ € Rberlakux *v = x+y—xy
a. Apakah * merupakan operasi biner?

b. Apakah * bersifat komutatif

1

Apakah * bersifat asosiatif

e

Apakah * memilik unsur identitas
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MODUL 3
GRUP

Kegiatan Belajar 1 : Grup

Definisi 3.1
Sebuah Himpunan G tak kosong disebut grup terhadap operasi biner * jika terhadap operasi
biner tersebut dipenuhi :

1. G tertutup terhadap operasi * yaitu untuk setiap a, b di G berlaku a*b € G
2. Setiap unsur G bersifat asosiatif yaitu ¥ a, b, ¢ € G berlaku (a*b)*c = a*(b*c)
3. Terdapat unsur identitas di G sebut e, sehingga berlaku a*e=a=e¢*a ,VacE G

Wa€G,3a" €G sehingga berlaku a* a” = e =a'*a, dimana a”' disebut invers untuk a.

Contoh-contoh :

1. Himpunan-himpunan bilangan bulat Z, bilangan rasional @, bilangan riil R dan
bilangan kompleks € bersama-sama operasi biner penambahan merupakan grup
komutatif.

2. Himpunan bilangan @ — {0} dengan operasi biner perkalian merupakan grup abelian.

3. Himpunan GL(n, R) matriks nonsingular n X n dengan operasi perkalian matriks

merupakan grup tak-komutatif.

4. Himpunan matriks n X n dengan determinan sama dengan 1 (SL(n, R)) bersama-

sama dengan operasi biner perkalian matriks merupakan grup tak-komutatif.

5. Misalkan S = {1,2, ...,n} dan S,, adalah himpunan dari semua fungsi satu-satu
padaf : § —+ 5. Maka S,, dengan operasi komposisi fungsi merupakan suatu grup,

grup ini dinamakan suatu grup permutasi.

6. Himpunan Z, bilangan bulat modulo n dengan operasi biner penambahan merupkan

grup komutatif.
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7. Himpunan Z, — {[0]} bilangan bulat modulo p dengan p bilangan prima bersama-

sama dengan operasi biner perkalian merupakan grup abelian.

8. Himpunan

n= (3 $es)

dengan operasi perkalian matriks merupakan suatu grup.

9. Himpunan Z" = {(ay,a,, ..., a,)la; € Z} dengan operasi biner tambah dide nisikan
oleh (ay,a,,...,a,) + (by,b,, ... b,) & (a; + by, a, + b,, ...,a, + b, ) adalah suatu
grup.

10. Himpunan {1, —1, %, —i} dengan operasi perkalian adalah suatu grup (i = v/—1).

Catatan : Untuk sederhananya penulisan @ * b cukup ditulis ab, penulisan suatu grup G

dengan operasi biner # biasanya ditulis (G,*) adakalanya ditulis grup Type equation here.

Contoh 2.
Periksa apakah (Z,,+) merupakan grup.

Karena grupnya merupakan grup hingga, maka untuk memeriksa grup atau bukabn akan

digunakan table Cayley.
+ 0 1 2 3
0 0 1 2 :
1 1 2 3 0
2 3 3 0 1
3 3 0 1 2

Dari tabel terlihat bahwa

(i) sifat tertutup terpenuhi.
(i1) Sifat asosiatif terpenuhi

(iii)Terdapat unsure identitas yaitu 0
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(iv)Dari tabel diperoleh :

©7=0
D=3
@ =2
@ =1

Karena aksioma grup terpenuhi, maka (Z4, +) merupakan grup

Contoh 3
(Z,, +) merupakan Grup, dengan operasi penjumlahan yang didefinisikan sebagai
a+b=a+b
Contoh 4

Periksa apakah (Z,|{0},%) merupakan sebuah grup
Penyelesaian :
Z.4|{':'} = {IJ’ zr g}

Dengan menggunakan tabel cayley :

x

=
Bl
il

(=
=1
(]
wil

(8]
[S¥]]
(=]
(S8 ]]

SN ]]
Ll
o8]}
[ary

(1) Dari tabel, terdapat
0 (0=2x2);0¢ Z,/{0}

Jadi, Z,|{0} tidak tertutup terhadap perkalian.

(if) Dari tabel terlihat bahwa Z,|{0} asosiatif.
(iii) Pilih e = T

Ambil @ € Z,|{0} sembarang.

=]

=g X

2

aXxe=axl=a=1Xx

2
x
m
Il
2
Il
m
x
=

Jadi,3 e € Z,|{0} V&€ Z,{0} 3



(iv) Piliha = 2 € Z,|{0}
Karena e = T maka tidak ada @ * € Z,|{0} s3axa '=e
Jadi, Z,|{0} tidak mempunyai unsur invers.

Jadi, dari (i)-(iv) maka (Z,|{0},%) bukan grup.

Contoh 5
Periksa apakah (Z|{0},%) merupakan sebuah grup
Penyelesaian :

7,/(0} = (1,2,3,3}

Dengan menggunakan tabel cayley :

X 1 2 3 4
1 i 2 3 rl
2 2 1 i - |
2 3 il El 2
3 El 3 2 1

(i) Dari tabel terlihat bahwa Z_ |{D} tertutup terhadap perkalian.
(i) Dari tabel terlihat bahwa Z_|{0} asosiatif.
(i) Pilihe =1
Ambil @ € Z.|{0} sembarang.
aXxe=axl=a=1xa=eXxXa
Jadi,3e =1 € Z {0} Vac Z|{0} saxe=a=eXa.

(iv)  Dari tabel diperoleh :

M=1
@1t=3
G)yt=2
@t=3
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Jadi,vae Z |{0}3 ale Z;|{0}s2ax al=e=alxa

Jadi, dari (i)-(iv), maka (Z;[{0},x) grup.

Contoh 6.

Periksa apakah (Z4]{0},%)

Penyelesaian :

Dengan menggunakan tabel cayley :

X 1 2 3 E 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7 8
2 2 - 6 8 1 3 5 7
3 3 6 0 3 6 0 3 5
= B 8 a 7 2 5 1 5
5 5 1 6 2 7 3 7 =
6 6 3 0 5 3 0 6 3
7 7 5 3 i | T 6 = 2
8 8 7 5 5 4 3 2 1

(1) Dari tabel terlihat bahwa Zg |{0]} tidak tertutup terhadap perkalian karena
terdapat
0(0=3x3)0¢& Z;l{0}

(i)  Dari tabel terlihat bahwa Z;|{0} asosiatif terhadap perkalian.

(iii)  Dari tabel terlihat bahwa unsur identitasnya adalah e = 1.

(iv)  Dari tabel terlihat bahwa Z4|{0} tidak mempunyai invers terhadap perkalian.
Jadi, dari (i)-(iv), Z5|{0} bukan grup.
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Contoh 10.

(Z,\{0}, X) merupakan sebuah grup.

Contoh 11 :

U, adalah himpunan bilangan bulat modulo » yang unsur-unsurnya relative prima dengan n.
Misalkan (U,,x) apakah merupakan suatu grup?

Penyelesaian :

Dengan menggunakan tabel cayley :

X 1 3
1 i |3
3 3 |1

(1)  Dari tabel terlihat bahwa (U,,X) tertutup terhadap perkalian.
(ii) Dari tabel terlihat bahwa (U,, X) asosiatif.
(iii)Dari tabel diperoleh unsur identitas di (U, X) adalahe = 1

(iv)Dari tabel diperoleh :
(D=1
(3)7=3

Dari (i)-(iv), (U, X) adalah grup.
Contoh 12 :
Apakah (Ug,X) merupakansuatu Grup?

Penyelesaian :

Dengan menggunakan tabel cayley :

x |1 |5
1 1 5
g 5 |1
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i. Dari tabel terlihat bahwa (U, ) tertutup terhadap perkalian.
ii.  Dari tabel terlihat bahwa (U, X) asosiatif.
iii.  Dari tabel diperoleh bahwa unsur identitas di (Ug,X) adalahe = 1

iv.  Dari tabel diperoleh :
(D=1

Gt =5

Jadi, dari (i)-(iv) (Ug, X) adalah grup.

Contoh 13.

Periksa apakah (Usg,X) merupakan suatu grup?

Penyelesaian :

Dengan menggunakan tabel cayley :

X 1 2 El 5 7 8
1 1 2 El 5 7 8
2 2 £l 8 1 5 7
) 3 8 7 2 1 5
5 5 1 2 7 8 3
7 7 5 1 8 El 2
8 8 7 5 1 2 i

(i) Dari tabel terlihat bahwa (Usg,X) tertutup terhadap perkalian.
(i) Dari tabel terlihat bahwa (Ug,X) asosiatif.
(iii) Dari tabel terlihat bahwa unsur identitas di (Ug,X) adalah e = 1

(iv) Dari tabel diperoleh :
(=1



Jadi (Us,X) merupakan sutu grup.

Contoh 14 :
(Up, X) merupakan sebuah grup

Teorema 3.2:
Diketahui (G,*) grup dan a, b,c € G
(1) Jika @ * b = a * ¢ maka b = ¢ (hukum kanselasi kiri)
(i1). Jika b * a = ¢ * amaka b = ¢ ( hokum kanselasi kanan)
Bukti:
(i). Misalkan a* b = a * ¢ dengan a,b,c € G
Karena G grup, maka terdapat a~* € G sehinggaa *a™* = e
Diperoleha*b =a*c < a l*(a*b)= a ' *(a*c)
= (a'lﬁca)* b=(a'1*a) %
eexb = exc
=b=c
(ii). Misalkan b * @ = ¢ * a dengan a, b,c €G

Karena G grup, maka terdapat a~* € G sehinggaa *a™* = e

Diperolehb *a =c*a < (b*a) *a™* = (c*a)*a™*
@b*(a*aﬂ):c*(a*a_l)
= bxe=c=xe

e b=c

Definisi 3.3
Sebuah Grup G disebut Grup Abelian atau Komutatif jika berlaku a*b=b*a V a,be G

Contoh 3



Himpunan bilangan Bulat terhadap operasi penjumlahan, Himpunan bilangan Realtanpa nol,

Himpunan (Z, ,+) merupakan grup komutatif,.

Definisi 3.4

Sebuah grup disebut grup hingga jika banyaknya unsur dari grup tersebut hingga, sedangkan
jika banyaknya unsure dari grup tersebut tak hingga maka grupnya merupakan grup tak
hingga.

Contoh 11.
(Z,, +) merupakan grup hingga, sedangkan (Z, +), (R\{0} , x) merupakan grup tak hingga.

Contoh 12
Buktikan (G, X)) grup dengan :

G = {(‘cl Z)Ia,b,c,d E]R;ad—bc¢0}

Penyelesaian :

(i) Akan ditunjukkan G tertutup.

. fa b e f
Ambil (C d) ; (g h) € G sembarang dengan a, b, ¢, d, e, f, g, h € R dan

ad — bc #0daneh — fg # 0.

Akan ditunjukkan (‘; 2) (; ﬁ) EG

¢ D6 W-Eiy Fia)

Karenaa, b,c,d,e, f,g,h € Rmakaae + bg,af + hb,ce + dg,cf +dh e R
berdasarkan sifat ketertutupan R terhadap penjumlahan dan perkalian.

b hb
ae +bg af + )EG

Tadi, (ce +dg cf +dh

Jadi, G tertutup.

(i1) Akan ditunjukkan G asosiatif.
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Ambil (‘; 2) ; (; i), (;{ ‘;) € G sembarang dengan

a,b,c,d,e f,g.hijklERdanad —bc#0;eh— fg+0;il —kj+ 0.

wianaimgosan (29[ 5) G DI=[G DG WG Dee
AYZ | i+ fk f + fl

¢ DNE WG D=C DG foiml-

a byfe fN\i j
[(c d) (9 h)] (k 1_)
(Berdasarkan sifat perkalian matriks yang asosiatif).

Jadi, G asosiatif.

GiPitin 1 = (7). Karena 1,0 € Rdan (1-1) = (0-0) =1- 0= 1 # 0 maka
IEG.
Ambil 4 = (g’ 3) € G sembarang dengan a, b,c,d € R dan ad — bec # 0,
Akan ditunjukkan (: 2) (; (1)) = (? 2) = ((1) 2) (: 3)

© DG 9= (12 9= H=( I b
S Yeov(® Heas® B )= H=( O 2

Jadi, G mempunyai unsur identitas.

(iv)Akan ditunjukkan 44”1 =1 = 4714

Ambil 4 = (g’ 3) € G sembarang dengan a, b, c,d € R dan ad — bc # 0.
d -5
Pilih A™* = (“‘:"" “d;b"). Karena a, b, ¢, d € R dan ad — be # 0 maka

ad—be ad-—bec

d -b - a ERdan( d a )_( -b - );&D

ad—bc "ad—bec 'ad-bec ' ad—be ecd—be wad—be agd—be wad-—be
sehingga A™* € G.

Sehingga,

)
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Jadi, VAEGIATeGd AA =1=4714
Jadi, G mempunyai unsur invers.

Jadi, dari (i)-(iv) (G,X) grup.

Kegiatan Belajar 2 : Sifat - sifat GRUP
Misalkan G grup maka dipenuhi :

1) Unsur identitas di G tunggal

2) Invers di G tunggal

3) YaEGberlaku(a')'=a

4) ¥a,b € G berlaku (ab)' =b"a

5) Bilaa, b € G maka ada dengan tunggal x dan ¥ schingga ax = b dan ya = b.

Bukti :
1. Misalkan e dan ¢’ identitas di G , maka ¥ a £ G berlaku
a*e=a=¢%* dana*e’=a=c¢*a

Jadie=¢’

2. Misalkan a’ dan a” masing-masing invers dari a, schingga a*a’=edana*a’’ =¢
a’=e¢*a ' =(a”*a)*a’=a"*(@a*a’)=a"*e=2a"
Karena a’ = a” , maka dapat disimpulkan invers G adalh tunggal.
3. Misalkan e unsure identitas di G, maka untuk setiap a di G berlaku a * a'=e jadi
(@)'=a
4. Misalkan a , b unsure di G, maka ¥ a, b € G terdapat a”' dan b, yang memenuhi
(ab) (b'a=¢
(aby'=b"a’
5. Bilaaxy, = b, makaa™*(ax,) = a~*b. Schingga didapat x, = a~*b. Sebaliknya bila

x = a~'h, maka ax = a(a~'b) atau ax = b. Jadi persamaan ax = b mempunyai
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penyelesaian tunggal x = a~*b. Dengan cara serupa bisa ditunjukkan bahwa va = b

mempunyai penyelesaian tunggal v = ba™ ',

Contoh 13

Misalkan G grup , jika setiap unsur di G mempunyai invers dirinya sendiri, tunjukkan bahwa
G merupakan Grup abelian.

Jawab:

G grup, maka untuk setiap unsur mempunyai invers dirinya sendiri maka ¥ a, b € G berlaku

a'=a , b’ =b. Adt G abelian yaitu ab = ba

ab = (ab)' =b'a’'= ba. Karena ab = ba maka perdefinisi bahwa G grup abelian.

Contoh 14
Misalkan G grup abelian. Tunjukkan bahwa (ab)* = a*b* Va,b € G

Penyelesaian :

G abelian artinyaab = baVa,b€ G
ab = ba

(ab)(ab) = ba(ab)

(ab)? = ba®b

= a’b* (Karena G abelian ba® = a®b)

Contoh 15

cosa —sina

sine cosa ) la € R} merupakan sebuah grup

Tunjukkan G = {(

Penyelesaian :
(i) Akan ditunjukkan G tertutup.
Ambil (c?s &, —sin ai)’(c?s t, —sin ag) € G dengan a,,a, € R
sina, cosa, sina, cosa,
kan ik (2301~ S (0382 —sinaa) g
sina@y, cosa, /\sina, cosa,
cosa,; —sinay)/cosa, —sina,
(sin oy COS a4 )(sin 0ty COS &, )

_ {cosa, cosa, —sina, sina, —cosa,sina,— sina,cosa,
B (sin tty COSt, + cosa, sina, —sina,sina, + cosa, cos az)
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(i)

(iii)

_ (cos(a:i +a,) —sin(a, + azj)
sin(a, + @,) cos(a, +a;)
Karena a4, @, € K maka berdasarkan sifat ketertutupan R, a, + a, € R.
. cos(a, + a,) —sin(a,+ az))
Schingga (sin(ral +a,) cos(a,+ a,) €
Jadi, G tertutup.

Akan ditunjukkan G asosiatif
.. fcosa,; —sina coSs —sina cosa, —sina
Ambll(_ . 1),(_ o 2),(_ & E')EG
sina; cosa, sina, cosa, sina; cosa,
sembarang dengan ey, @,, o3 € R

Akan ditunjukkan
(cos a,; —sin ai)[ cosa, —smaz) (cos @ty —sin aa)]
sina; cosa, sina, cosa, /\sina; cosa,

(cosa1 —sinal)(cosag —sin::z:l.)](::osa:3 —sinaa)
sina; cosay /\sina, cosa, sina; cosa,

cosa; —sina,\[fcosa, —sina,)fcosay; —sinazi]
(sin a,y COS iy )[ sin a, COS @ty )(sin g CoS g )] -
(cos a; —sin al) [(cos tt, cos@y — sina, sinay —cosa, sin ay; — sin a, cosa,
sina,; cosay sina,cosay +cosa,sina; —sina,sina; +cosa,cosa,
(cos a, —sin ai) (cos{:a:2 + a;) —sin(a, + aa))
sina; cosay /\sin(a, + a;) cos(a,+aj)

_ (cos(a1 +a,+a;) —sin(a,+a,+ aa))
~ \sin(a, + a, + a;) cos(a, +a, + a;)

_ (cos(a,+ a;) —sin(a, +a,)) (cosa; —sina,
B (sin(m:1 +a,) cos(a; +a,) )(Sin @a; cosdag )

Jadi, G asosiatif.

Pilih (cos 0 —sin 0)

t sin0 cos0

cos0 —sin0

‘. )ee.
sin0 cos0
cosa; —sinay
sinay cosay
Akan ditunjukkan

cosa; —sina;)fcos0 —sin0y _ fcosa; —sina;)_
(Sin a, cosa, )(sin 0 cos0 ) N (sin @, cosa, ) -
(cosO —sin CI) (cos oy —sin ai)

sin0 cos0 /\sina, cosa,

Karena 0 € R maka (

Ambil ( ) € G sembarang.
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cosay —sina,)fcos0 —sin0y _ fcosa; —sina,\r1 0y _
(sina:i cosa, )(sinﬂ cos0 )_ (sin @, cosa, )(O 1) N
(cos ay —sin al) _ (1 0) (cos ay —sin “1) .

sina; cosay 0 1/\sina; cosay
(cosO —sin 0) (cos @y —sin ai) G

sin0 cos0 /\sina, cosa,

. cosay, —sinay cos0 —sin0
Jadi, V| _. =1
sinay cosa, sin0 cos0
(cos ay; —sin ai) (cos 0 —sin D) _ (cos a; —sin ai) _
sina; cosa,;/‘sin0 cos0 sina; cosay
(cosO —sin (]) (cos @y, —sin al)
sin0 cos0 /\sina; cosay

)esa

Jadi, G mempunyai unsur identitas.

(iv)  Akan ditunjukkan & mempunyai invers.
. cosa —sina
Ambil 4 =( e .
sina, cosa,
ey A cosca sin a
PilihA™t = ( . 1)
—sina,; cosa,

Karena @, E R, maka A €G

) € G sembarang dengan &, E R

Akan ditunjukkan
A4-1 = (c:?s oy —sin ‘11)( co-s ey sin al) _
sin@, cosa, /\—sina; cosa,
( cos’a, + sin*a, cos @, sin @, — sin a, cos ai) _ (1 (])
sina, cosa; — cosa, sinay sina; + cos?a, “\o o1

:(I::osa:1 smal)(cnsal _Slnaj‘):}l_i}ll
—sinay, cosa,/\sinm,; cosa,

‘1 0

: —1 ! — -1
Jadi, VAEGIATE6 AA —(D 1)—A A

Jadi, G mempunyai unsur invers.
Jadi, dari (i)-(iv), G grup.



LATIHAN

1. Misalkan G grup dan untuk 3 bilangan bulat berturut-turu berlaku (ab)' = a'b'. Buktikan

bahwa G grup abelian

Sketsa bukti :

a. Misalkan 3 bilangan berturut-turut tersebut i, i+1, i+2

b. Gunakan ketiga hipotesis di atas

c. Dari poin b, tunjukkan bahwa ab=ba

l. Misalkan G grup dan berlaku (ab)* = a’b?, ¥ a, b € G . Buktikan bahwa G abelian.

2. Buktikan G grup abelian jika dan hanya jika (ab)' =a'b' ,Va,b € G

3. Selidiki apakah ({1,-1), x) merupakan Grup

4. Definisikan T,; * R = R dengan T, (x) = ax + b. Misalkan G = {1, | a # 0}.
Buktikan G merupakan grup terhadap komposisi fungsi.

5. Tunjukkan bahwa himpunan Z dari semua bilangan bulat adalah grup abelian
terhadap
operasi * yang didefinisikan oleha *b=a+b+ 1,7 a, b EZ.

6. Periksa apakah himpunan Q dari semua bilangan Rasional kecuali 1 membentuk grup
terhadap operasi * yang didefinisikan oleh a*b=a+b-ab, ¥a,b£Q

7. Periksa apakah himpunan R dari semua bilangan Real membentuk grup terhadap

operasi

im

* yang didefinisikan oleh a* b=a+ b+ab, ¥a,b£R.
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MODUL 4
SUBGRUP

Kegiatan Belajar 1 : SUBGRUP
Definisi 4.1
Misalkan H # @ dan H € G. H disebut subgrup dari G jika H membentuk grup dibawah

operasi yang sama dengan G. (Notasi H = G).

Catatan : Untuk membuktikan H subgrup dari G, tunjukan bahwa :
1. H merupakan himpunan tak kosong
2. H merupakan himpunan bagian dari G

3. H memenuhi aksioma grup dibawah operasi biner dari G.

Contoh 1:
a. Bila G suatu grup, maka E = {e} trivial subgrup dari G. Sedangkan subgrup dari G

yang selain E dan G sendiri dinamakan subgrup sejati (proper subgrup).

b. Masing-masing Z, Q dan R dengan operasi biner tambah adalah subgrup dari grup
himpunan bilangan kompleks C.

c. Himpunan {—1,1} dan @ dengan operasi perkalian merupakan subgrup dari grup
Q@ =q-{0}

d. Himpunan matriks SL(n, R) dengan operasi biner perkalian matriks adalah subgrup
dari grup GL(n, ).

e. Himpunan H ={z € (C||z| = 1} dengan operasi biner perkalian adalah subgrup dari
grup C*.

f. Misalkan n € Z dan nZ = {nm|m € Z} dengan operasi biner tambah nZ adalah

subgrup dari grup Z.
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. Himpunan H = L |m € Z; dengan operasi perkalian merupakan subgrup dari gru
g p om g p p p grup grup

Q" =Q—{0}.

Sifat Subgrup
Lemma 4.1:

Misalkan H #= @ dan H € G, H disebut subgrup dari G, jika :
1. ¥a,b € H, maka ab € H

2.va€H,3a'€H

Lemma 4.2 :

Misalkan H # @ dan H € G, H disebut subgrup dari G, jika dan hanya jika untuk setiap
a,b € H berlaku ab™' € H.

Bukti :
(=) Misalkan H < G, didapat bila a,b € H maka b™' € H. Karena di H berlaku juga

operasi biner maka ab™! € H. Selanjutnya misalkan berlaku untuk sebarang a,b € H
berakibat ab™* € H

(+) akan ditunjukkan H < G. Misalkan bahwa a € H, maka dengan hipotesis didapat
e=aa ' €H. Jadi e €H dan misalkan g sebarang di H, maka g ' =eg ' €H.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa di H berlaku suatu operasi biner yaitu ab € H untuk
semua @, b € H. Misalkan a,b € H

berdasarkan hasil sebelumnya maka b~ juga di H. Berdasarkan hipotesis maka
ab = a(b™*)™! € H. Sifat assosiatif di H diwarisi dari G (sebab H S G).

Dengan demikian H merupakan subgrup dari G.
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Lemma 4.3 :
H =+ @, H < G, H hingga dan H tertutup dibawah perkalian, maka H merupakan subgrup
dari G.

Contoh 2:

a b

MisalkanG = {(C d) la,b,c,d €R;ad —be + o}, (G,X) grup, dan

H ={(g 2)66|ad¢ 0;a,b,dE€ R}.

Buktikan H < G.

Penyelesaian :

(1) Akan ditunjukkan H = @

o (10 B 10
Pilih (0 1). Karena1-1 =1 # 0 dan 1,0 € K maka (IJ 1)EH
Jadi, H # @.
(i1) Akan ditunjukkan H € G
. fa b
Ambil ( 0 d) € H sembarang
C. a b
Akan ditunjukkan ( 0 d) EG
Karena a, b,0,d € Rdan ad — (b-0) = ad # 0. Maka (g db) EG

Jadi, H € G

(iii)  Akan ditunjukkan (H,X) tertutup.

C e
Ambil (3 2)(0 f) € H sembarang dengan a, b,0,d,c, e, f € R dan

ad,cf # 0.

Akan ditunjukkan (g 2) (; ;) EH

(a b)(‘f e)_(ac ae+fb)
o 4/\0 f/ " \o df
Karena a, b,c,d,e, f,0 € Emaka ac,df,ae + fb E Rdan ac-df = ad - ¢f

dan karena ad # 0,cf # 0 maka acdf = ad -cf # 0.

i ac ae+ fb
Sehmgga(0 df )EH
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(iv)  Akan ditunjukkan AA™* =1 =474

Ambil 4 = (g 2) € H dengan a, b,0,d € R dan ad + 0
)
PilihA'1=i(d -b)= @ ed ) Karenaa,b,0,d € R dan ad # 0 maka
ad \() a 0 1
d
& =5 A L ; -1
P € R dan — # 0. Sehingga A" € H.
Sehingga,
1 -b 1 -b
1_fa b\[a al_(1 O_, [z aalfa by_ ,-1
a4 —(o d) o 1 —(o 1)—1_ o L (o d)—A 4
d d

Jadi, VAEHIATeEHAA =1=474
Jadi, dari (i)-(iv), maka H € G.
Sifat-sifat Subgrup.

1. Irisan dari dua buah subgrup selalu merupakan subgroup.
2. Gabungan dari dua buah subgrup belum tentu meruakan subgroup

3. Jlka {H,} adalah koleksi dari subgrup dari G, maka N, H, juga merupakan subgrup
dari G.

Bukti :

1. Misalkan H, dan H, subgrup. Akan ditunjukkan H, N H, < G.

(1) Akan ditunjukkan H, N H, = @
Karena Hy, H, £ G maka3 e € H, dan e € H, artinya e € H; N H,
Jadi, Hy N H, =0

(i)  Akan ditunjukkan H, N H, € G
Ambil x € H; N H, sembarang. Akan ditunjukkan x € G
Karena H; = G dan H, = G makax € G
Jadi, HHN H, € G

(i)  Akan ditunjukkan Hy N H, tertutup terhadap operasi di G
Ambil x,y € H; N H, sembarang.
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Akan ditunjukkan xy € Hy N H,.
x € Hydan x € H,
Yy EH,dany € H,
Karena x € H,,y € H; maka xy € H,
JadiH, <G
Karena x € H,, ¥ € H, maka xy € H,
JadiH, = G
Karena xv € H, dan xy € H, maka xy € H; N H,
(iv)  Akan ditunjukkan Hy N H, mempunyai invers.
Ambil x € H; N H, sembarang. Akan ditunjukkan x~* € H, N H,
Karena Hy; =< G maka 3 x ™' € H, dan karena H, < G maka3 x ' € H,
Artinya3x ' € H;danx "' € H,
Artinya 3 x~1 € H; N H,

Jadi H; N H, mempunyai invers.

Jadi, dari (1)-(iv), H{ N H, = G.

2. Untuk menyelidiki Gabungan dari 2 buah subgroup akan diberikan contohnya.

3.

Misalkan G = (Z;, +) , maka subgrup-subgrup dari G adalah H, = {0}, H, = {Z»},
Maka H, U H, merupakan subgrup dari G, H3 U H, merupakan subgrup dari G, tetapi
H, U H; bukan merupakan subgrup.

Jadi gabungan dari dua subgrup akan menjadi subgrup, jika subgrup yang satu
termuat di subgrup yang lain nya. Sedangkan jika tidak memenuhi kondisi ini maka
gabungan dua subgrup bukan merupakan subgrup.

Bukti :Misalkan H = N, H,, jelas bahwa H # @ sebab e € H. Jugabilaa,b € H,

maka a, b € H, untuk setiap @ hal ini berakibat ab~* € H,, untuk setiap @. Maka dari
itu ab™* juga di H. Terlihat bahwa bila a, b € H berakibat bahwa ab™ € H, maka

dari itu H adalah subgrup dari .
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Contoh 3 :

Diketahui H < G,a € G. Misalkan aHa™* = {aha™'|h € H}.

Buktikan aHa™* subgrup dari G.

Penyelesaian :

(1)

(i)

(1i1)

Akan ditunjukkan aHa™* = @
Pilihh=e€H
e =aea ! €aHa !
e €aHa™?!
Jadi,aHa * = 0
Akan ditunjukkan aHa™* € G
Ambil aha™* € aHa™* sembarang dengan h € H.
Karena h € H,H < G makah €G.
a€EGmakadat €G.
Maka aha™? € G (G tertutup)
Jadi,aHa 'S G
Akan ditunjukkan aHa™* tertutup
Ambil ah,a™? ,ah,a™ € aHa™* sembarang.
Akan ditunjukkan (ah,a™?) (ah,a™') € aHa™*
(ahya™) (ah,a™') = ahya *ah,a™?
=ah,(a ta)h,a™?
= ah,(e)h,a™?!

=ah,h,a™?

Karena ah,a” ! € aHa™* artinya hy € H dan karena ah,a™ € aHa™ ! artinya

h, EH.
Karena hy, h, € H dan H < G maka h,h, € H.
Jadi, ah,h,a™! € aHa™

Jadi, aHa™* tertutup.
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(iv)  Akan ditunjukkan aHa~* mempunyai invers.
Ambil aha™* € aHa™* sembarang.
Pilih ah™*a™?t
aha™! € aHa ' artinya h € H.
Karenah € Hdan H < G, maka3h™* € H.
Jadiah™'a™' € aHa™
Akan ditunjukkan (aha™*)(ah™'a™) =e

(aha ) (ah ta™') = aha tah ta™?!

= gheh™ta™?
=ahh™ta™?
=aea !
=aa™?!

Jadi,V aha ! €aHa *3ah ™ 'a™® €aHa '3 (aha ) (ah™ta™) =e.
Jadi, aHa™* mempunyai unsur invers.

Jadi, dari (i)-(iv), maka aHa™ ! < G.

Contoh 4 :

Misalkan V himpunan bilangan real dan untuk a, b € R, a # 0, misalkan 7, (x) = ax + b.
Misalkan G = {1, |a # 0} grup terhadap operasi komposisi fungsi. N = {1, € G}. Buktikan
N =G
Penyelesaian :
(i) Akan ditunjukkan N = G
a) Akan ditunjukkan N # @
Piliht, € Gdenganb =0 € Rdana=1+#0E R
Maka 1,5 E N

Jadi, N = @
65



b) Akan ditunjukkan N € G
Ambil 7,,, € N sembarang dengan b € R. Akan ditunjukkan 7,;, € G
Jelas 74, € G (perdefinisi)
JadiN € G
¢) Akan ditunjukkan N tertutup
Ambil 74, T, € N sembarang dengan b, c € R.
Akan ditunjukkan 74,7, €N
Ambil x € R sembarang.
Maka 73, T3 (%) = 7, ((1)x + €)
= (1)((1)x+ c) +b
=x+c+b
=x+(c +b)
= Ty () (X)
Maka Ty, @75, (%) = Ty(esp) (2). Y x ER
Tip °T1c = Ti(c+n)
Jadi, 7y, o7, EN
Jadi, N tertutup.
d) Akan ditunjukkan N memiliki unsur invers.
Ambil Ty, € N sembarang dengan b € R.
Pilih 7, _;y dengan 1 # 0 dan —b € R.
Sehingga Ty(_y) E N
Akan ditunjukkan Typ © Ty(_py = T1p = Ty(—p) © T1p
Typ °Tyopy) = Tep (X —B) = Lx —Db) + b = x = T35 = Ty(_p) ° Ty
Jadi, V' 74, € N 3755y EN 3Ty, © Ty(_py) = Typ = Typ—p) ° T1p
Jadi, N memiliki unsur invers.

Jadi, dari (a)-(d), maka N = G.



Kegiatan Belajar 2 : PUSAT GRUP

Definisi 4.4:
Misalkan G grup. Z(G)={x € G| gx =xg ¥ g € G} merupakan pusat Grup atau Centre

Grup.

Contoh 5:
Misalkan G = (Z, +) maka Pusat grup atau Z(Z) merupakan dirinya sendiri.

Misalkan G = (Z4+ ) maka Pusat grup nya dirinya sendiri, sedangkan jika

G= {(:’ Z) la,b,c,d € R;ad — bec # 0}, (G,X) grup, maka pusat grupnya adalah

G 2)

Sifat Pusat Grup
Jika G grup, maka pusat grup merupakan subgrup dari G.
Bukti :
Misalkan Z(G) ={x €EG|gx=xg Y g € G}
Akan ditunjukkan Z(G) < G
1) Akan ditunjukkan Z(G) # @
Pilihx=e €6
Karena G grup, maka ge = eg
Sehingga e € Z(G)
Jadi, Z(G) = O
2) Akan ditunjukkan Z(G) € G
Ambil x € Z(G) sembarang. Akan ditunjukkan x € G
Jelas berdasarkan yang didefinisikan di soal bahwa x € G
Jadi, Z(G) S G
3) Akan ditunjukkan Z(G) tertutup.
Ambil x, ¥ € Z(G) sembarang. Akan ditunjukkan xy € Z(G)

x € Z(G) artinya x € G dengan gx = xg ,V g EG
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y €Z(G)artinyay € G dengan gy = yg Vg€ G
Karena x € G,y € G dan G grup maka berlaku sifat ketertutupan sechingga
xy € G.
g(xy) = (gx)y ,VgE€G
= (xg9)y
=x(vg)
=(xy)g,.Vg€EG
Karena xy € G dengan g(xy) = (xy)g,V g € G maka xy € Z(G).
Jadi, Z(G) tertutup.
4) Akan ditunjukkan Z(G) mempunyai unsur invers.
Ambil x € Z(G) sembarang.
Pilih x~*
Karena x € Z(G) maka x € G dengan gx = xg ,V g € G
Karenax € G dan G grupmaka3x ' € G
gx = xg

x lgx =x"txg

1

x Tgx =eg
xlgx=g
x lgxxl=gx?

x lge=gx7?!

Lataugx t=x"1g

xlg=gx~
Karena x ' € G dengan gx ™' = x'g maka x ' € Z(G)
Jadi, Z(G) mempunyai unsur invers.

Jadi, dari (1)-(4), maka Z(G) < G

Contoh 6 :

N(a) = {x € G|xa = ax}, a € G Disebut Normalizer unsur.

Buktikan N(a) merupakan subgrup dari
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Penyelesaian :

(1)

(ii)

Akan ditunjukkan N(a) + @

Pilihx=e €G

Karena G grup, maka ea = ae

Sehingga e € N(a)

Jadi, N(a) + @

Akan ditunjukkan N(a) € G

Ambil x € N(a) sembarang. Akan ditunjukkan x € G

x € N(a) artinya x € G dengan xa = ax (sesuai yang didefinisikan)
Sehingga, diperoleh x € G

Jadi, N(a) € G

(iii) Akan ditunjukkan N(a) tertutup

(iv)

Ambil x, ¥ € N(a) sembarang. Akan ditunjukkan xy € N(a)

x € N(a) artinya x € G dengan xa = ax

¥ € N(a) artinya ¥ € G dengan ya = ay

Karena x € G,y € G maka berdasarkan sifat ketertutupan didapat xy € G

(xy)a = x(ya)

Karena xy € G dengan (xy)a = a(xy) maka xy € N(a)
Jadi, N(a) tertutup.

Akan ditunjukkan N(a) mempunyai invers.

Ambil x € N(a) sembarang,

Pilih x~*

Karena x € N(a) maka x € G dengan xa = ax

Karenax € G maka3x 1 €6
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a=xtax
ax” ! =xlaxx?!

ax~ ! =x"lae

ax™! =x"'a ataux la = ax?

Karena x ' € G dengan x 'a = ax ™!, maka x ™! € N(a)

Akan ditunjukkan xx ™! = e

Karena x,x ' € N(a) dan N(a) tertutup, maka xx~* € N(a)

i

Karena xx ! € N(a) maka xx~* € G dengan xx 'a = a xx~

1

edengan xx 'a =ea =a =ae = axx’

Karena xx 1 =

Jadi,VxEN(a) 3x e N(a) dxxla=e =axx?!

Jadi, dari (i)-(iv), maka N(a) < G.

i
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LATIHAN

1. Tentukan Subgrup-subgrup dari
(Z,+)

(Zs, +)

(Zn,*+)

(Z100, %)

(Us, X))

f. (U, X)

IS

e o

@

2. MisalkanG = {(‘; Z) la,b,c,d ER;ad — bc # 0}, (G,X) grup, dan

H={($ ﬁ)es}.

Buktikan H < G.

3. Misalkan G adalah grup dari semua bil kompleks tak nol terhadap operasi perkalian.
Misalkan H={a + ib € Gla®* + b* =1}

Buktikan H subgroup dari G.

4. Misalkan H subgrup dari G, N(H) = {a € GlaHa™ = H},
Buktikan:
a. N(H) subgrup dari G
b. N(H) =2 H

5. Misalkan H subgroup dari G, centralizer dari H adalah
C(H)= {x EGlxh=hxVh €H}.

Buktikan C(H) subgrup dari G.

6. Misalkan H subgrup dari G, dan a € G, misalkan aHa™* = { aha™ |h € H}

subgrup dari G.
Jika H hingga apakah order aHa™?
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